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Frobenius ring上の moduleの categoryと chain complexの categoryが
model categoryになることについては、[Hov99]に詳しく書いてあります。こ
れらのmodel categoryは cofiblantly generated model categoryというmodel
categoryで、現在発見されているmodel categoryの大半は cofiblantly gen-
eratedです。その定義は [Hov99], [Hir03]に書いてありますが、簡単に言う
と２つのmorphismの collection I, J からそれぞれ trivial fibration(I-inj)と
cofibration(I-cof), fibration(J-inj)と trivial cofibration(J-cof)が lifting prop-
ertyを使って生成されているというmodel categoryです。

model categoryの条件の中で一番きついのが functorial factorizationです
が、その具体的な構成方法の例を一つ。Strømは [Str72]で位相空間のcategory
がweak equivalenceをhomotopy equivalence, fibrationをHurewicz fibration,
cofibrationを NDR-pairとしてmodel categoryになることを示しましたが、
その functorial factorizationのとり方はかなり複雑です。以下にその図式を
載せておきます。
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ここで if : trivial cofibration, pf ◦ ef : fibration, jf ◦ if : cofibration, qf : trivial
fibrationであり、

Êf = Ef × (0, 1]
∐

X × I/ ∼ (x, cf(x), t) ∼ (x, t)

Zf = Êf × (0, 1]
∐

Y

Zf は位相の取り替えも行うことで Êf × (0, 1]と Y を接着させて cylinderに
してあります。
実際、morphism f : X → Y という条件だけから上のような functorial

factorizationの構成を行うのはかなり困難ですが、small object argumentと
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いう定理がその困難を多少回避してくれます。この定理は smallな objectの
無限回の push-outによって作られた objectを経由することで functorial fac-
torizationを構成するものですが、この定理の元々の idea自体はQuillenのも
のらしく、それを一般的に現在の形にしたのがどうやらHirschhornのようで
す。これによりある categoryが cofiblantly generated model categoryである
ことを示すことができます。しかしその定理の証明を読むのは少々大変です。
証明自体は [Hov99],[Hir03]に載っていますが, ordinal, cardinal, transfinite
inductionなどの集合論の知識と、colimitの性質を使ったかなり抽象的な証
明です。Frobenius ring上のmoduleのmodel categoryも chain complexの
model categoryも、この small object argumentを使って証明されています。
加えて [DS95]もmodel categoryについてよく書かれた論文であると思い

ます。
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