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1 Introduction

Rkを k次元ユークリッド空間とする。
x, y ∈ Rkをx = (x1, x2, · · · , xk), y = (y1, y2, · · · , yk)とするとき、xとyの距離をd(x, y) =√∑k

i=1(xi − yi)2で定める。

Definition 1.1. 有限集合X ⊂ Rkに対して、

A(X) = {d(x, y)|x, y ∈ X, x 6= y}
とおく。このとき、|A(X)| = sであるならば、XをRkにおける s-distance setと呼ぶ。
また、2つの s-distance setが互いに相似である場合は同型であるということにする。

2-distance setの点の個数の最大値は、R1、R2 (Kelly [11])、R3 (Croft [5])の場合に知
られていた。さらに、k ≤ 8に対するRkの場合は Lisoněk [17]によって与えられ、次の
ページのTable 1のような結果が得られている。(坂内-坂内 [1]より抜粋)
また、|X| ≥ k + 2であるならば、Rk における 2-distance setとなるX は有限個で

あることが Einhorn-Schoenberg [6]により示された。2-distance setの 2つの距離の比に
ついては、Larman-Logers-Seidel [16]により、|X| > 2k + 3であるならば、Rkにおける
2-distance set Xの 2つの距離の比は

√
α− 1 :

√
αとなることが示された（ただし、αは

α ≤ 1
2

+
√

k
2
を満たすある整数）。

一般の s-distance set Xについては、Bannai-Bannai-Stanton [2]やBlokhuis [3]によっ
て |X| ≤ (

k+s
s

)
という上限が与えられた。また、|X| ≥ 5ならば、R2における3-distance set

Xは有限個で、R2における 3-distance setの点の個数の最大値は 7である (Shinohara [18])
ということが知られている。R3における 3-distance setについては、点の個数の最大値
は 12であり、最大値を与える 3-distance setの存在が同型を除けば一意的であることが
Shinohara [19]によって示された (講演した時は 14点 3-distance setの非存在まで分かっ
ていたのであったが、つい最近これが示された)。それにより、R3における 3-distance set
の個数が (同型を除いて)有限個になるのは点の個数がいくつのときか？という問題につ
いては、その答えを満たす最小の値を aとすると、aは 7 ≤ a ≤ 12の範囲にあることが
知られている。しかし、これらの結果を除いては s-distance setについての結果はあまり
得られていない。
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Table 1: 2-distance setの点の個数の最大値

k
(

k+2
2

)
2-distance setの 最大値を与える
点の個数の最大値 2-distance setの個数

1 3 3 1
2 6 5 1
3 10 6 6
4 15 10 1
5 21 16 1
6 28 27 1
7 36 29 1
8 45 45 ≥1

また、2-distance setを考える際の 1つのアイデアとして、isosceles setというものが
あり、次で定義される。

Definition 1.2. Rkにおいて、n個の点からなる集合を考える。
この集合の任意の 3点が 2等辺 3角形をなしているとき (同一直線上の 3点も許す)、この
集合は n-point isosceles setであるという。
さらに、この集合が s-distance setであるときは、isosceles n-point s-distance setと呼

ぶことにする。

任意の 2-distance setは isosceles setになっていることから、isosceles setは研究され
るようになった。

次に、この isosceles setについて知られていることをまとめておく。

• R1では isosceles setの点の個数の最大値は 3である。

• R2における 7-point isosceles setは存在しない。(Golomb [10], Kelly [11])

• R2における 6-point isosceles setは、同型を除けば正 5角形とその中心の 6点からな
る集合 (次のページのFig. 1)の唯 1つに定まる。(Erdös-Fishburn [8], Golomb [10],
Kelly [11])

• R2 における 5-point isosceles setは、同型を除けば Fig. 2の 3つの集合に限る。
(Fishburn [9], Golomb [10])

• R3における 9-point isosceles setは存在しない。(Croft [5])

• R3における 8-point isosceles setは、同型を除いて Fig. 3で表される集合の唯 1つ
に定まる。(Kido [14])

• s ≤ 4を満たす sに対して、R3における isosceles 8-point s-distance setは存在しな
い。(Kido [14])
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• R3における 7-point isosceles setは同型を除いても無限に存在する。

• R3における isosceles 7-point 3-distance setは、同型を除けばFig. 4の 15個に分類
される。(Kido [15])

Fig. 1. R2における唯 1つの 6-point isosceles set

Fig. 2. R2における全 3個の 5-point isosceles set

Fig. 3. R3における唯 1つの 8-point isosceles set
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Fig. 4. R3における全 15個の isosceles 7-point 3-distance set
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X2

X3
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X13

X14 X15

（注意：X1, X2, X5, X7, X10, X14, X15には線で結ばれていない点が 1つあるが、これ
は残りの点から等距離の位置にある点を表している。また、X3, X6, X9, X11, X13は同じ
ように見えるが、正 5角形の 1辺の長さと対角線の長さとは異なる 3つ目の距離が違って
いて、互いに相似ではない。同様にX5とX10も相似ではない。）
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今回は、R4における isosceles setの点の個数の最大値について考えた。R4における
isosceles setについては、現時点では 11-point isosceles setの構成は可能であることが分
かっていて、次がその例である。

t = 3+
√

5
4
とし、X = {(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1),

(−1+ t, t, t, t), (t,−1+ t, t, t), (t, t,−1+ t, t), (t, t, t,−1+ t)}とする。するとXは 10-point
2-distance setである (このX は Lisoněk [17]より抜粋)。この 10点は同一の 3次元球面
上にあるので、球面の中心である (5+

√
5

10
, 5+

√
5

10
, 5+

√
5

10
, 5+

√
5

10
)を加えた 11点集合は 11-point

isosceles setとなる。

次の定理は本講演における主結果である。

Theorem 1.1. 　 R4における 12-point isosceles setは存在しない。したがって、R4に
おける isosceles setの点の個数の最大値は 11である。

R3における Croftの手法 [5]を R4に拡張することにより、この Theorem 1.1の証明
を行った。証明の概略を次の節以降で述べる。

2 Notation and a fundamental lemma

次の言葉を導入する。
apex : 3点以上からなる集合において、残りすべての点から等距離の位置にある点

P = {P1, · · · , Pn}をn-point isosceles setとする。Pの点Piの”vertex-number” V (Pi)
を V (Pi) = (Piを含む 3点からなる部分集合をすべて考え、そのうち、Piが apexとなっ
ているものの数 ) = (∠Piを頂角とする 2等辺 3角形の個数)
で定義する。
このとき、

V (P1) + · · ·+ V (Pn) ≥
(

n

3

)
(1)

が成り立つ。
また、点Piから残りの点との距離を考える。距離 aとなる点が r個、距離 bとなる点が

s個、· · ·、距離 lとなる点が u個あったとき (a, b, · · · , lは互いに異なり、r ≥ s ≥ · · · ≥ u
とする。また、r + s + · · ·+ u = n− 1)、点 Piは type(r, s, · · · , u)の点であるということ
にする。

Piが type(r, s, · · · , u)であるならば、

V (Pi) =

(
r

2

)
+

(
s

2

)
+ · · ·+

(
u

2

)
(2)

が成り立つ。

12-point isosceles setが存在するかどうかを考えるうえで、最も基本的な補題を述べる。

Lemma 2.1. P = {P1, · · · , P12}をR4における 12-point isosceles setとし、P1が最大の
vertex-numberであるとする。このとき、P1の typeを (r, s, · · · , u)とすると、それは、次
のCase (A)からCase (F)までのいずれかを満たしている。
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Case (A): (11),

Case (B): 8 ≤ r ≤ 10,

Case (C): (7,4), (7,3,1), (7,2,2), (7,2,1,1),

Case (D): (6,5), (6,4,1), (5,5,1),

Case (E): (7,1,1,1,1),

Case (F): (6,3,2).

Proof: V (P1) + · · · + V (P12) ≥
(

12

3

)
= 220が (1)より成り立つので、 V (P1) ≥ 19と

なる。
ゆえに、(2)より、 (

r

2

)
+

(
s

2

)
+ · · ·+

(
u

2

)
≥ 19, (3)

が成り立ち、さらに、
r + s + · · ·+ u = 11. (4)

も成り立つ。
(3)と (4)の両方を満たすには、(r, s, · · · , u)は補題にある Case (A)から Case (F)ま

でのいずれかでなければならない。¥

3 Sketch of the proof of Theorem 1.1

ポイントとなる補題や命題を以下に紹介することによって（ただし、それらの証明は省
略する）、Theorem 1.1の証明の概略を述べる。

Lemma 2.1における P1の typeをCase (A)からCase (F)のそれぞれに場合分けして
考察することによって、次の補題が示される。

Lemma 3.1. R4における 12-point isosceles setが存在するならば、12点のうちのある 4
点は同一円周上にある。¥

12点のうちのある 4点は同一円周上にあることが分かったので、同一円周上の 4点の
配置を考える。次の命題はそれについてのもので、Croft [5]の Lemma 18と同様に証明
できる。

Proposition 3.2. 4-point isosceles setをなす同一円周上の 4点は、正方形の 4点もしく
は正 5角形の 4点に限る。¥

Proposition 3.2より、正方形の 4点を含む 12-point isosceles setと正 5角形の 4点を
含む 12-point isosceles setがそれぞれ存在するかどうかを考えればよい。このとき、次の
2つの結果を得る。
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Lemma 3.3. R4において、正 5角形の 4点を含む 12-point isosceles setは存在しない。
¥

Lemma 3.4. R4において、正方形の 4点を含む 12-point isosceles setは存在しない。¥

以上の結果をまとめると、Theorem 1.1を得る。¥

4 Assignments

今後の研究課題としては、次のようなものが挙げられる。

(i) R3における 7-point 3-distance setは同型を除いて有限個なのか？それとも無限に
存在するか？

(ii) s = 3, k ≥ 3に対して、Rkにおける s-distance setの個数が同型を除いて有限個に
なるのは点の個数がいくつの時か？

(iii) s = 3, k ≥ 4に対して、Rkにおける s-distance setの点の個数の最大値はいくつに
なるのか？

(iv) 3-distance setの3つの距離の比について何か言えないか？（Larman-Logers-Seidel [16]
の拡張）

(v) n ≤ 11に対して、同型を除いて有限個であるならば、R4における n-point isosceles
setを分類できないか？

(vi) k ≥ 5に対して、Rkにおける isosceles setの点の個数の最大値はいくつになるのか？

また、Fishburn [9]により、isosceles setの概念を拡張した t-isosceles setが以下のように定
義された。（ただし、Fishburn [9]ではユークリッド空間の次元 kは 2と固定されている。）

Definition 4.1. t ≥ 3とする。Rkにおける n個の点からなる集合について、2等辺 3角
形をなしている 3点（同一直線上の 3点も許す）が任意の t点部分集合に存在する時、こ
の集合は n-point t-isosceles setであるという。

これまで考えてきた isosceles setは、この定義の t = 3、つまり 3-isosceles setになって
いる。Fishburn [9]は k = 2, t = 4の場合についての予想や問題提起をしていて、それら
についての部分的結果はいくつかの文献で見られる。しかし、isosceles setや s-distance
setで考えたような”点の個数の最大値”や”分類”についてはまだ得られていないよう
である。これについても取り組みたいと考えている。（t-isosceles setについては、Brass-
Moser-Pach [4]も参照されたい。）
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