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概 要

ランダム行列における特性多項式 ����� � ���の積の平均を具体的に計算する．ここではランダム行列
のモデルとして， ��� ユニタリ群，����シンプレクティック群，�����特殊直交群，����ダイソンの ��	，を考
える．���
�����においては，シューア関数を始めとする群の既約指標を用いて計算する方法を紹介する．また
����においては，ジャック関数を用いて計算する．

� 序章

��� ランダム行列の特性多項式のモーメント

近年，ランダム行列における特性多項式のモーメントに関する研究が注目されている．それは ������� と

�����	 
����によりリーマンゼータ関数のモーメントに関する予想が取り沙汰されてから，非常に活発になっ

た．これについては � で少し述べよう．また，魔方陣などの組合せ論との密接な関係も知られている（
���）．

ここでは次のような問題を扱う．�を� �� 行列のなす適当な空間とし，確率測度 �� を備えているとす

る．ここで「確率」測度というのは，すなわち �
�

�� � �

を満たすことである．このとき，確率空間 ��� ���について考える．�上の関数 � に対して，�� �� で �

の平均を表すことにする�

�� �� � �� ����� �

�
�

� ������

� � �� を（� 次の）単位行列として，次のような問題を考える．

問題 �� 与えられた ��� ���において，特性多項式の積の平均

����� ������ � ���� � � � ����� � ������� ��� � � � � �� � � �

を計算せよ．特に，�次モーメント ������ ������ の値を求めよ．

ここで，一つ単純な例を挙げよう．

例 ���� �を �次特殊直交群 	
���とする．	
���の元はいつでも
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の形をしている．	
���上の確率測度 �� を �� � ���� で与える．ただし，�� は 
�� ��上のルベーグ測

度である．このとき，例えば ����� ���の �乗平均は，
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と計算される．

問題 �は考える�によって多少変化することを注意しておく．例えば，絶対値のモーメント �	 ��������	����
を計算するほうが自然なときもある（例えば，系 ���など）．

����年以降，問題 �は，�がエルミート行列全体や古典群の場合に非常に良く研究されてきた．それらに

ついては 
���の ����������を参考にしていただきたい．問題 �の解決の多くの場合，例えば 
����などでは，

セルバーグ積分の評価やその拡張を用いて計算されることになるが，一方で 
���では古典群の表現論を用い

た手法が与えられている．それによると，問題 �の特性多項式の積の平均は，古典群の既約指標を用いて表す

ことができる．ここでは，それを紹介することを目的とする．��から ��でそれぞれ�がユニタリ群，シン

プレクティック群，特殊直交群のときを述べる．� では !"���の #�$ について考える．#�$ は ��～��で扱
うような群ではないのだが，ジャック関数を用いることで，群の場合と同様の手法が適用することができる．

��～��は 
���の内容のサーベイとなっており，この文中で新しい結果は � の一部だけであることを注意し
ておく．

��� 基本的な記号の準備

記号を準備しておく．�を単位円 � � 
� � � 	 	�	 � ��とする．また ��を �上の正規化されたハール測度

とする．すなわち， �
�

������ �

� ��

�

������
��

�
� � は任意の �上の連続関数�

と定める．複素数��� � � � � ��に対し，対角成分が��� � � � � ��となっているような ���対角行列を �������� � � � � ���

と表す．


%���に従い，分割についての用語を準備する．非負整数の列 � � ���� ��� � � � �で �� � �� � � � � � 	�	 ���
��� �� � となっているものを分割とよぶ．	�	を �の重さという．����で �でない �� の個数を表すこと

とし，長さと呼ぶ．分割 � � ���� ��� � � � �はしばしばヤング図形と同一視される．ヤング図形は ��個の箱を横

に並べたもの
	� 個� �� �

� � �� � �� � �� � �� � �
を左詰めで縦に上から並べたものである．例えば，分割 � � � � &� ��のヤング図形は

となる．

�



�の共役な分割 �� とは，ヤング図形において対角線での転置を対応させる．例えば，上のヤング図形の共

役は

となり，�� � �&� &� �� �� ��である．二つの分割 �� �に対し，�のヤング図形が �のヤング図形に含まれるとき，

言い換えれば，�� � �� が任意の �で成り立つとき，� � �とかく．

文中，頻繁にコンパクト群の表現論の言葉（ワイルの指標公式など）を用いるが，それらは 
�'( '�などを

参照にして頂きたい．

� ユニタリ群

この章では�が � 次ユニタリ群

���� � 
� � ����� � � 	 ��� � ��

であるときを考える．これは )��� 型のルート系に対応する．

����上の確率測度として，ハール測度 �� を扱う．測度 �� は定義から

�������� � ��� ��� �� � �����

という両側不変性を持つ．一般にコンパクト位相群は，このような「両側不変性」をもつ測度が定数倍を除い

て一意的に存在することが知られている．よって �� は
	

��� �� � �と正規化することで一意的にとれる．

両側不変性から，測度 �� は特に共役類上で一定である．

命題 ��� �ワイルの積分公式�� � を ����上の連続な類関数とする．このとき，�
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ここで，� ���� � � � � �� � � � ��������� � � � � �� ��としている．

ユニタリ群 ����の有限次元既約表現は

����� �� � �� � � � � � ��

を満たす列 � � ���� � � � � �� � � �� でパラメトライズされる．対応する既約指標を �

���
	 と表す．これは

ユニタリ行列の固有値にしか依存しないので，��� � � � � �� を � � ���� の固有値とすると，�

���
	 ��� �

�

���
	 ���� � � � � �� �と書くこともできる．

命題 ��� �ワイルの指標公式�� 既約指標 �

���
	 は次で与えられる．
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関数 �	���� � � � � �� � は変数 ��� � � � � �� についての対称多項式になっている．この �	 をシューア関数という

（
%���）．定義式の分母は，ヴァンデルモンドの行列式である．

��������� �������� �
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�	 は既約指標だから，次の直交性を満たす．

�����

�

���

�

���
	 ����


���
 ����� � Æ	�

ここで，�� � � �� は関係式 �����を満たす列．

またシューア関数は次の双対コーシー恒等式と呼ばれる恒等式を満たす（
%��( �+,��）．

���&�
�
	�分割
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ここで，���� � ����� � � � � �� �� �
�

�である．

以上を用いて，ユニタリ群の場合の問題 �の答えとして，次を得ることができる．次の定理は 
#�����で

最初に得られ，また以下の証明は 
���で与えられている．

定理 ���� ��� � � � � ���� を複素数とするとき，�
�
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このように，左辺のような特性多項式の積の平均は，シューア関数で表せる．

証明� まず，
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となる．ここで，������� � ��� � � � �� �� � ���� ����� � � � � �� � � �
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である．したがって， �
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系 ���� 任意の  � �に対し，
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特に，これは  に依らない．

最初の等式は，前定理から明らか．二つ目の等式は，次の命題（
%��( �+,& $/���）から計算される．この特

性多項式の絶対値の ��次モーメントの� を無限大にするときの漸近挙動にも興味がある．これはすなわち行

列のサイズをどんどん大きくすることである．これについては �でも少し述べる（
����も参照）．

命題 ��� �ワイルの次元公式�� ���� � "なる分割 �に対し，
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ここで，

#��� !� � ! � �� $	��� !� � �� - ��� � �� ! - ��

� シンプレクティック群

ここでは，�がシンプレクティック群�

	%���� � 
� � ����� 	 �&�	 � &��

のときを考える．ここで，�	 は行列� の転置で，

�&��� & �

�

� ��
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�

�

である．これは #� 型のルート系に対応している．問題 � の議論は全く前章と並行している．よってここ

では詳しい議論は省略し，必要な式だけを与えていこう．シンプレクティック行列 � の �� 個の固有値は，

���� � � � � � ���� � �というふうになっていることに注意しよう．�� を 	%����の正規化されたハール測度とする．

命題 ��� �ワイルの積分公式�� � を 	%����上の連続な類関数とする．このとき，�
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ここで，� ����� � � � � � ���� � � � ��������� �
��
� � � � � � �� � ���� ��としている．

	%����の有限次元既約表現は，長さ� 以下の分割 � � ���� � � � � �� �でパラメトライズされる．対応する既

約指標を �
������
	 ��� � �

������
	 ����� � � � � � ���� � と表すことにする．

命題 ��� �ワイルの指標公式��

�
������
	 ����� � � � � � ���� � �

�����	�������� � �
��	��������
� ��������

����������� � �
��������
� ��������

�

�ユニタリ・シンプレクティック群とも呼ばれ，���$��& と書くこともある．また，��$��& を ��$�& と書くこともある．

 



この既約指標は，シンプレクティック・シューア関数，または #型のシューア関数などと呼ばれる．指標の

分母は次のようにかける（ワイルの分母公式）．
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双対コーシー恒等式は次の形で与えられる（
��( 0�11� ��）．
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ここで，�� � �� � ��� � � � � � � � �����

次の式は，
'( 系 ���� �で見ることができる．

命題 ��� �ワイルの次元公式��
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ここで，

#��	 ��� !� �

����- ! � ��� � ��� � � � ! のとき�

�� - �� � �� ! - �� � ' ! のとき�

以上から，次を得ることができる（
���）．

定理 ���� ��� � � � � �� を複素数とする．このとき，�
�
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ここで左辺では 	%����で平均をとっているが，右辺に出てくる既約指標は 	%����ではなく 	%����の指

標であることに注意しよう．

系 ����
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注意 ���� 次の（)型の）シューア関数による表示も知られている（
���）．�
�
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ここで �が �2��であるとは，全ての �� が偶数であるときをいう．

� 特殊直交群

ここでは，�が特殊直交群

	
��� � 
� � ������� 	 �	� � �� ������ � ��

の場合を考える．





��� � � ��� �のとき

このときは �� 型のルート系に対応している．� � 	
��" - ��の固有値は，���� � � � � � ���� � �というふうに

なっている．

命題 ��� �ワイルの積分公式�� � を 	
��"- ��上の連続な類関数とする．このとき，�
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ここで，� ����� � � � � � ���� � � � ��������� �
��
� � � � � � ��� �

��
� � ���としている．

有限次元既約表現は，シンプレクティック群のときと同様に，長さが "以下の分割 � � ���� � � � � ���でパラ

メトライズされる．対応する既約指標を �
��������
	 ��� � �

��������
	 ����� � � � � � ���� � と表すことにする．

命題 ��� �ワイルの指標公式��
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既約指標の分母は，次のようにもかける（ワイルの分母公式）．
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双対コーシー恒等式（
��( 0�11� �）�
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ここで，�� � �� � ���� � � � � � � �����

一方，直交群 
���の有限次元既約表現は，

��� - ��� � �

を満たす分割 � � ���� ��� � � � � �� �でパラメトライズされる．このとき特に，���� � ��� � � となっている．対

応する指標を �
����
	 と書くと，次が成り立つ（
'( 系 ���� �）．

命題 ��� �ワイルの次元公式��
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ここで，
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�� - �� � �� !� � � ! のとき�

既約指標 �
�������
	 の 	
��"- ��への制限は，再び既約指標になる．すなわち，

�
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��"- ���

結局，次を得る（
���）．
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定理 ���� ��� � � � � �� を複素数とする．このとき，�
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��������

� ��� � � �����
�

���

��� ��� � �������������
����� � � � � � ���� ��

系 ����

������ -������������ � ��
���

���

��� - �! - ��* ��!�*

�� - !�* �"- � - !�*
�

��� � � ��のとき

このときは !� 型のルート系に対応している．� � 	
��"�の固有値は，���� � � � � � ���� というふうになって

いる．

命題 ��	 �ワイルの積分公式�� � を 	
��"�上の連続な類関数とする．このとき，�
������

� ����� �
�

���� "*

�
��

� ����� � � � � � ���� �



�������

	��� � �������� � ��	� ��� � � � ����

ここで，� ����� � � � � � ���� � � � ��������� �
��
� � � � � � ��� �

��
� ��としている．

有限次元既約表現は，

�� � �� � � � � � ���� � 	��	
を満たすような � � ���� � � � � ��� � ��でパラメトライズされる．特に長さ "以下の分割 �に対し，

�� � ���� � � � � ����� ���� �� � ���� � � � � ���������

とおくとき，�� �� �の分割 �に対しては �種類の既約表現が対応することになる．

対応する既約指標を �
������
	 ��� � �

������
	 ����� � � � � � ���� � と表すことにする．

命題 ��
 �ワイルの指標公式��

�
������
	 ����� � � � � � ���� � �

�����	������ - �
��	������
� �������� - �����	������ � �

��	������
� ��������

��������� � �
������
� ��������

�

既約指標の分母は，次のようにもかける（ワイルの分母公式）．

��������� � �
������
� �������� �

�
���������� � �������� � ��

��� � � � ������ �

双対コーシー恒等式（
��( 0�11�  �）��
	�����

����	�		��������	�
����� � � � � � ���� ��

������
�	�

����� � � � � � ���� � - �
������
	�

����� � � � � � ���� ��
������
�	�

����� � � � � � ���� ��

�

�

���

�

���

��� - ���� � �� � ���� ��

ここで，�� � �� � ���� � � � � � � �����

4



�
�����
	 を既約指標とする（したがって，�は ��� - ��� � �"なる分割）．このとき，次の分岐則が成り立つ．

� � 	
��"�に対し，

�
�����
	 ��� �

�����
������
	�

- �
������
	�

����� �� �� �のとき�

�
������
	 ���� �� � �のとき�

以上から次を得ることができる（
���）．

定理 ���� ��� � � � � �� を複素数とする．このとき，�
�


���

����� - ����


������

� ��� � � ���������������
���� �

��
� � � � � � ��� �

��
� ��

注意 ���� 	%����のときと同様に，これもシューア関数を用いて書ける 
���．�
�


���

����� - ����


������

�
�

	��
�
�
	����

�	���� � � � � ��� -
�
	����
	����

�	���� � � � � ���

ここで �が ���であるとは，全ての ��� �� ��が奇数であるときをいう．

系 ����

������ ����������� � ���
���

���

�"- ! � ��* ��� - �! � ��**

�"- � - ! � ��* ��! � ��**
�

� ���	
 の ���

（狭義の）!"���の #�$とは，#'$( #5$( #�$と呼ばれる &つのランダム行列モデルの総称である．後

で述べるように，それぞれ � � �� �� �が対応している．

��� 円ユニタリアンサンブル：���　 � � �

#5$は ��で考えたユニタリ群 ����と同じものである．すなわち，(��� � ����とし，����のハール測

度 �� を考える．このとき，行列の固有値 ��� � � � � �� は，確率空間 �(���� ���上の確率変数の列である．こ

れらの同時密度関数は命題 ���から

�������� � � � � ��� �
�

� *



�������

	�� � �� 	�

であることが分かる．

��� 円直交アンサンブル：�	�　 � � �

空間 (��� を � 次の対称ユニタリ行列全体とする．

(��� � 
� � ���� 	 �	 � ���

6



これは今までの場合と異なり，群ではないことに注意しよう．このとき，(���上の確率測度 �� で，

��)	�) � � ��� ) は ����の任意の元�

となるものが唯一つ存在する（
%��）．確率空間 �(���� ���を#'$という．このとき，固有値 ��� � � � � �� � �
の密度関数は，

�������� � � � � �� � � ����



�������

	�� � �� 	

とかけることが知られている．定数 ����は，
	
��
�������� � � � � �� ���� � � � ��� � �となるように選ぶが，具体

的な値は後で見る．

任意の� � (���は，直交行列で対角化可能である．すなわち，ある 
 � 
���と対角行列 * が存在して，

� � 
��*
とかける．よって，固有値にのみ依存するような (���上の連続関数 � に対して，

�� ������ �

�
����

� ����� �

�
��

� ��������� � � � � �� ���������� � � � � �� ���� � � ����

である．

��
 円シンプレクティックアンサンブル：���　 � � �

空間 (��� を �� 次の自己双対ユニタリ行列全体とする．すなわち，

(��� � 
� � ����� 	 �� � ���

ただし，�� �� &�	&	 としていて，& は �&���で与えられているものである．このとき，(��� 上の確率測

度 �� で，

��)��) � � ��� ) は �����の任意の元�

となるものが唯一つ存在する（
%��）．確率空間 �(���� ���を #�$ という．このとき，� � (��� の �� 個

の固有値は，��� ��� ��� ��� � � � � �� � �� � �という形になる．この中の � 個の点 ��� � � � � �� � �の密度関数は，

�������� � � � � �� � � ����



�������

	�� � �� 	�

という形でかけることが知られている．

任意の� � (���はシンプレクティック行列で対角化できる．すなわち，ある 	 � 	%����と対角行列 * が

存在して，� � 	��*	 � 	�*	とかける．(���上の関数 � が固有値にのみ依存するならば，

�� ������ �

�
����

� ����� �

�
��

� ��������� ��� ��� ��� � � � � �� � �� ���������� � � � � �� ���� � � ����

である．

注意 ���� 空間 (��� は四元数を用いて表すこともできる（
%��）．

��



��� �	�・���と対称空間

#'$と #�$は対称空間と見なすこともできる．
!7�に倣ってそれを述べよう．

まず，#'$の場合．���� � ����� +��� � 
���とおく．8�,� � �,	��� を ����上の ��2�97����とす

ると，+��� � 
, � ���� 	 8�,� � ,�である．よって，�����+���は対称空間 �
�'��であり，

�����+��� � (��� : , �� ,8�,��� � ,,	

と同一視される．#'$の確率測度 �� は，自然な射影����� �����+��� � (���によって，����のハー

ル測度から導かれる．

#�$は，���� � ������+��� � 	%�����8�,� � �,���� とすれば同様である．

��� 一般の � � �

� ' �とする．任意の ���� � � � � �� � � �� に対し，

�������� � � � � �� � � ���� �



�������

	�� � �� 	�

とおく．ここで，定数 ���� は，

������
�� �

�
��



�������

	�� � �� 	���� � � � ���

で定まる．この値は次のように書けることが知られている（
%�( ))��）．

������
�� �

;���� - ��

;��� - ���
�

このとき，確率空間 ��� ��������� � � � � �� ���� � � � ��� �を（広義の）#�$と呼ぶ�．既に見たように，� � �� �� �

のときはそれぞれ #'$( #5$( #�$の固有値の密度分布に対応している．

�� 上の対称関数 � に対し，

�� ������ ��

�
��

� ���� � � � � �� ��������� � � � � �� ���� � � ����

とおく．これは，� の #�$ における平均に他ならない．

��� 特性多項式

���� � � � � �� � � �� と - � � に対し，

<���� � � � � �� : -� �

�

���

�� - -���

とおく．

�「広義」・「狭義」という使い分けは，一般にはされない．ここだけの用語である．

��



� を (��� または (��� の元であるとし，��� � � � � �� を� の固有値とすると，明らかに，

<���� � � � � �� : -� � ����� - -��

であり，<���� � � � � �� : -�は行列� の特性多項式に他ならない．

� � (���としよう．このとき，� の固有値を ��� ��� � � � � �� � �� とすると，

<���� � � � � �� : -�� � ����� - -��

である．特に，&� は交代行列（すなわち �&��	 � �&� ）であるから，

	<���� � � � � �� : -�	 � 	=��& - -&��	

が成り立つ．ここで，=� はパフィアンである．

したがって，一般の � ' �においても >���� � � � � �� : -�を ���� � � � � �� � � �� の特性多項式と呼ぶことにする．

�� ジャック多項式

さて，#�$ における特性多項式のモーメントを計算したいのだが，��～��で考えた状況と異なり群を考え
ているわけではないので，「指標」をとるということが意味を成さない．そこでこの場合ではジャック多項式を

用いる．

ジャック多項式 .
���
	 ���� � � � � �� � はパラメータ � ' �をもち，また � は分割である．特に � � �のとき，

.
���
	 ���� � � � � �� �はシューア多項式 �	���� � � � � �� �に一致する．ジャック多項式は次のような直交性を持つ．異

なる分割 �と �に対し，�
��

.
���
	 ���� � � � � ���.

���
 ���� � � � � �� ����������� � � � � ������ � � � ��� � ��

また双対コーシー恒等式

�
	�分割
	�����

.
�����
	� ���� � � � � ���.

���
	 ���� � � � � �� � �

�

���

�

���

�� - �����

を満たす．その他，ジャック多項式の詳しい性質は 
%��( �?+,���を参照されたい．

��� モーメントの計算

今までとほとんど同様の議論により，ジャック多項式を用いることで特性多項式の積の平均が計算できる．次

の定理は，この文中で唯一の新しい結果である．また，
%����ではマクドナルド多項式を用いて，これの拡張

も与えている．

定理 ���� ��� � � � � ���� を複素数とするとき，�
�

���

<����� � � � � � ���� :���� � �
�

���

<���� � � � � �� :�����


�����

�

�

���

���� � . �����
����

���� � � � � ������

��



系 ���� 任意の  � �に対し，

� ���
�	<���� � � � � �� :  �	���

�����
� .

�����
����

��� � � � � �� �� �
��

� �

���

���

;��� ! - ��;��� ! - �� - ��

;��� ! - � - ���
�

これらで � � �とすると，定理 ��&と系 ���が復元される．また � ���の最後の積表示は 
����で既に得ら

れている．ただし，
����ではセルバーグ積分の計算を通じて得られており，�は非負整数に限ってはいない．

ジャック多項式を通じた証明はここが初である．

� 補足：　リーマンゼータ関数のモーメント

最後に，問題 �の動機の一つとなっているリーマンゼータ関数との関係について述べておこう．まず系 ���

で計算した ����での特性多項式のモーメント

�	 ����� -  ��	���

���

�

���

���

!* �! - ���*


�! - ��*�� �  � ��

において，

���� ������� �� 9�1
�
�

�

���

�	 ����� -  ��	���

���

とおくと，これは存在して

������� �

���

���

!*

�! - ��*

となる．（#5$と ��で考えたユニタリ群は同じものであったことを思い出そう．）
リーマンゼータ関数 /���は

/��� � ��� - ��� - &�� - � � � � ����� ' ��

で定義される複素関数である．これは全複素平面 � へ有理型関数として解析接続される．そのとき � � �で

�価の極となり，その他に極を持たない．また � � ��� �� � �� �� � � � �では /��� � �となり，これらの �は自

明な零点と呼ばれる．一方，それ以外の零点はすべて � � ����� � �の範囲にあることが知られていて，それ

らは非自明な零点と呼ばれる．有名な未解決問題の一つであるリーマン予想は，この非自明な零点が全て直線

����� � �
� の上にあるという主張である．

直線 ����� � �
� は �������9 9��� と呼ばれる．この �������9 9��� でのリーマンゼータ関数の絶対値のモーメン

トが研究されている．

���� 9�1
�
�

�

�9��* ���

� �

�

	/���� -�����	�� ��
*

� ��������

となるような ����が存在することが各 �（�は必ずしも正整数でなくてもよい）において期待されていて，さ

らにこの ����を具体的に求めるという問題がある．ここで，����は

���� �


��素数

�
��� ��%��

�

�
��
���

�
� -0� �

0

��
%��

��

�&



で定まる．�������と �����	 
����は，

���� � �������

と予想した．これは � � �� �のときは実際に正しいことが示されているが，� � &では未解決である．

式 ����と ����を見比べると，

� �� 9��*� ����� -  ���� /���� -
������

といった対応が見られる．さらに，- の関数 ����� - -��の零点は全て �上であるから，�を特性多項式の

�������9 9��� と見なすと，����と ���� は共に，�������9 9��� でのモーメントを考えていることになっている．

その他の古典群である 	%����や 	
���の場合では，リーマンゼータ関数ではなく �関数との同様の予想

がある 
����．
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