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Introduction

本稿の内容は日比孝之教授 (大阪大学)との共同研究に基づくものである. S =

K[x1, . . . , xn]を体K上の標準的な次数付けを持つ n変数多項式環とし, Iを Sの斉
次イデアルとする．（本稿では全ての斉次イデアルは自明でないことを仮定する.）商
環 S/Iのヒルベルト関数 H(S/I) : N → Nとは

H(S/I)(t) = dimK(S/I)t

で定義される関数のことある. 但し, (S/I)tは商環 S/Iの t次斉次成分とする. 本稿
ではヒルベルト関数を固定した時, 商環 S/I の depthがどの程度の範囲の値を取り
うるかについて解説する.

関数H : N → Nに対し,

AH = {depth(S/I) : I はH(S/I) = Hを満たす Sの斉次イデアル }

と定める. ここで考えるのは, 関数H からどのように AH を決定するか？という問
題である. 先ず考えられるのは, AH の最小値と最大値をどう決定するか？という問
題であるが, 最大値についてはMacaulayの古典的な結果から, また, 最小値につい
ては Bigatti, Hullet及び Pardueらによる最近の結果から比較的容易に決定できる.

我々が得た主結果は以下のものである.

Theorem 0.1. 関数H : N → Nが Sをある斉次イデアル I で割った環 S/Iのヒル
ベルト関数であるとする. この時, ある整数 0 ≤ a ≤ b ≤ nがあり

AH = {a, a + 1, . . . , b − 1, b}

となる. さらに,もしmin AH > 0なら,ある整数 0 < a ≤ nがありAH = {a}となる.
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上の定理はAH の最小値と最大値がわかればAH 全体を知ることができるという
ことを意味している. 先に述べたように最小値と最大値は決定できるので, 結果とし
て集合AH は完全に求めることが出来る.

本稿の構成は次の通り. 第 1節で depth及びヒルベルト関数に関する基本的な事項
を導入する. 第 2節, 第 3節ではAHの最大値及び最小値がどのように決定するかに
ついて紹介する. 第 4節では,主結果の証明に深い関わりのあるuniversal lexsegment

イデアルについて簡単に解説し, 第 5節に於いてTheorem 0.1の証明を与える.

1 Depthとヒルベルト関数について
この節では depthとヒルベルト関数に関する必要な知識を導入する.

Definition 1.1. M を次数付 S-加群とする. 斉次多項式の列 u1, . . . , ur ∈ SがM-

regularであるとは, (i) 各 iに対し uiがM/(u1, . . . , ui−1)M の非零因子であり, か
つ (ii) M/(u1, . . . , ur)M ̸= 0を満たす時に言う. また, M の depthとはM -regular

な斉次多項式の列 u1, . . . , urの最大の長さ rのことで, Mの depthを depth(M)と書
くことにする.

depthに関するより詳しい事項に関しては [3, §1]等を参照して頂きたい. ここで
は次の二つの事実についてだけ言及しておくことにする.

Lemma 1.2. I ⊂ Sを斉次イデアルとする.

(i) 基礎体 K が無限体で depth(S/I) = rなら, S/I-regularであるような linear

form ϑ1, ϑ2, . . . , ϑr ∈ S1 が存在する.

(ii) (Auslander–Buchsbaum) depth(S/I) = n − proj dim(S/I).

但し, proj dim(S/I)は S/Iの射影次元とする. 次にヒルベルト関数と lexsegment

イデアルに関するMacaulayの結果について紹介しておく.

Definition 1.3. 多項式環 S上の辞書式順序<lexとは次で定義される Sの単項式全
体の集合の上の全順序である.

xa1
1 · · · xan

n >lex xb1
1 · · · xbn

n

⇔ベクトル (a1 − b1, . . . , an − bn)の最も左にある 0でない成分が正.

単項式イデアル I が lexsegmentであるとは, ある単項式 uが I に属しているな
ら v >lex uかつ deg v = deg uなる任意の単項式 v が Iに属している時に言う.

定義から, I ⊂ Sと J ⊂ Sがともに lexsegmentイデアルで, かつ I と J が同じヒ
ルベルト関数を持つなら I = J であることは容易に導かれる. lexsegmentイデアル
について次のことが知られている.
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Lemma 1.4 (Macaulay). 任意の斉次イデアル Iに対し, H(S/I) = H(S/Lex(I))と
なる lexsegmentイデアル Lex(I) ⊂ Sが一意的に存在する.

定義の際に述べたように, lexsegmentイデアルというのはヒルベルト関数から一
意的に決定するものであるから, 上のMacaulayの結果は本質的には斉次イデアルの
ヒルベルト関数を特徴付けるものである. 実際, どのような関数が多項式環 Sを斉
次イデアル Iで割った商環 S/I のヒルベルト関数となりうるかについては, 二項係
数を使った具体的な特徴づけも与えられている. 詳しくは [3, §4.2]等を見よ.

Definition 1.5. H : N → N を関数とする. ある整数 m と斉次イデアル I ⊂
K[x1, . . . , xm]があり, H = H(K[x1, . . . , xm]/I)又は H = H(K[x1, . . . , xm])とな
る時, HはO-sequenceであると言う.

2 Depthの最大値
この節では, AH の最大値はO-sequenceを使って決定できることを紹介する.

Definition 2.1. 関数H : N → Nに対し, 別の関数∆(H) : N → Nを

∆(H)(t) = H(t) − H(t − 1)

で定める. 但しH(−1) = 0とする. また, 整数 p > 1に対し, 関数∆p(H) : N → Nを
∆p(H) = ∆(∆p−1(H)) で帰納的に定義する. AH の最大値は次のように決定する.

Proposition 2.2. 関数H : N → Nが Sをある斉次イデアル I で割った環 S/Iのヒ
ルベルト関数であるとする.

max AH = max{p : ∆p(H)がO-sequence}.

上の主張を証明するために, 簡単な補題を一つ用意する.

Lemma 2.3. I ⊂ Sを斉次イデアルとし, ϑ1, . . . , ϑr ∈ S1をS/Iの regular sequence

とする.

H(S/(I + ⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩)) = ∆r(H(S/I)).

Proof. r = 1の時に示せば十分である. M = S/I とおくと, H(S/(I + ⟨ϑ1⟩)) =

H(M/ϑ1M)である. 他方, ϑ1はM = S/Iの非零因子なので, H(ϑ1M)(t) = H(M)(t−
1)である. すると,

H(S/(I + ⟨ϑ1⟩))(t) = H(M)(t) − H(ϑ1M)(t)

= H(M)(t) − H(M)(t − 1) = ∆(H(S/I))(t)

を得る.
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では Proposition 2.1の証明に移ろう.

Proof of Proposition 2.1. 先ず右辺が左辺より大きいことを示す. max AH = rとす
ると, depth(S/I) = rかつH(S/I) = Hを満たすような斉次イデアル I ⊂ Sが存在
する. Lemma 1.2と 2.3より, ある regular sequence ϑ1, . . . , ϑr ∈ S1があり,

H(S/I + ⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩) = ∆r(H(S/I)) (1)

となる. 他方S/⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩はK[x1, . . . , xn−r]に同型なので,多項式環K[x1, . . . , xn−r]

の斉次イデアル J でH(S/(I + ⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩) = H(K[x1, . . . , xn−r]/J) となるものが
存在するはずである. このことと式 (1)と合わせると∆r(H(S/I))がO-sequenceで
あることがわかる.

次に左辺が右辺より大きいことを示す. s = max{p : ∆p(H)がM -vector}とする.

ある斉次イデアル I ⊂ Sがあり, depth(S/I) = sかつH(S/I) = H を示せばよい.

H(0) = 1かつH(1) ≤ nなので∆s(H)(1) ≤ n − sである. すると, 仮定より多項
式環K[x1, . . . , xn−s]の斉次イデアル J でH(K[x1, . . . , xn−s]/J) = ∆s(H) となるも
のが存在する. 多項式環 Sのイデアル I = JSを考えると, xn−s+1, . . . , xnは S/I の
regular sequenceであるから depth(S/I) ≥ s. また,

H(K[x1, . . . , xn−s]/J) = H(S/I + (xn−s+1, . . . , xn)) = ∆p(H(S/I))

であるからH(S/I) = Hとなり s ∈ AH .

3 Depthの最小値
関数H : N → Nが critical であるとは, 在る整数 1 ≤ s ≤ nと a1 ≤ · · · ≤ asが

あり

H(t) =

(
t + n − 1

n − 1

)
−

s∑
j=1

(
t − aj + n − j

n − j

)
(2)

となる時に言う. 集合AH の最小値は次のように決定する.

Proposition 3.1. 関数H : N → Nが Sをある斉次イデアル I で割った環 S/Iのヒ
ルベルト関数であるとする.

(i) Hが criticalで, (2)の形をしているならmin AH = n − s.

(ii) Hが criticalでないならmin AH = 0.

上のPropositionの証明には universal lexsegmentイデアルの概念を導入する必要
がある. Universal lexsegmentイデアルについての詳しい解説は次の節で行うことに
して, ここではProposition 3.1の証明の概略だけを与えることにする. AHの最小値
の決定には次の Bigatti [2], Hullet [5]及び Pardue [8] らによる結果が非常に有効で
ある.
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Lemma 3.2 (Bigatti, Hullet, Pardue). 任意の斉次イデアル I ⊂ Sに対し,

proj dim(S/I) ≤ proj dim(S/Lex(I)).

Remark 3.3. Bigatti, Hullet及び Pardueの定理は, 実際は Lex(I)の次数付ベッチ
数が Iの次数付ベッチより大きいと言うLemma 3.2の形よりずっと強い結果である.

第１節で紹介したように, lexsegmentイデアルはヒルベルト関数から一意的に決定
し, depth(S/I) = n−proj dim(S/I)であるから, AHの最小値は lexsegmentイデアル
の depthで与えられることがわかる. つまり, H(S/L) = Hとなるような lexsegment

イデアル L ⊂ Sに対し depth(S/L)が Proposition 3.1の形で与えられることを示せ
ばよい. この事実は後述の Proposition 4.3, Corollary 4.5及び 4.6より従う.

4 Universal lexsegment

この節では [1]で導入された universal lexsegmentイデアルについて解説する. 単
項式イデアル I ⊂ Sに対し, G(I)を Iの単項式からなる極小生成系とする.

Definition 4.1. 多項式環K[x1, . . . , xn]上の lexsegmentイデアル Iがuniversalで
あるとは,任意の整数m ≥ nに対して,単項式の集合G(I)で生成されるK[x1, . . . , xm]

上のイデアルがやはり lexsegmentイデアルである時に言う.

Example 4.2. イデアル I = (x2
1, x1x2, x

2
2)は K[x1, x2]のイデアルとしてみるな

ら, 次数が 2 以上の単項式を全て含むので lexsegment イデアルである. しかし,

(x2
1, x1x2, x

2
2)を 3変数多項式環 K[x1, x2, x3]のイデアルとみるなら, x1x3 >lex x2

2

でx1x3 ̸∈ (x2
1, x1x2, x

2
2)であるからこのイデアルはK[x1, x2, x3]上の lexsegmentでは

ない, よって I ⊂ K[x1, x2]は lexsegmentではあるが universal lexsegmentではない.

また, universal lexsegmentイデアルである例としては例えば J = (x2
1, x1x2, x1x3)等

が挙げられる.

実は universal lexsegmentイデアルは次のように特徴付けることが出来る. (証明
は簡単な組合せ論だけで出来るのでここでは省略する. [7]を参照せよ.)

Proposition 4.3. IをK[x1, . . . , xn]上の単項式イデアルとする. 次は同値.

(i) Iが universal lexsegment;

(ii) Iが lexsegmentでかつ |G(I)| ≤ n;

(iii) ある整数 1 ≤ s ≤ n及び b1, b2, . . . , bs ∈ Nが存在し,

I = (xb1+1
1 , xb1

1 xb2+1
2 , xb1

1 xb2
2 xb3+1

3 , . . . , xb1
1 xb2

2 · · · xbs−1

s−1 xbs+1
s ). (3)
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上の結果を使えば, lexsegmentイデアルの depthを求めるのは難しくない. 実際
Eliahou–Kervaire [4]の結果を使えば, lexsegmentイデアルの depthは次の形で与え
られることがわかる.

Lemma 4.4 (Eliahou–Kervaire). 任意の lexsegmentイデアル I ⊂ Sに対し,

proj dim(S/I) = max{j : xjがある Iの生成元 u ∈ G(I)を割り切る }.

Corollary 4.5. 任意の lexsegmentイデアル I ⊂ Sに対し,

depth(S/I) = min{0, n − |G(I)|}.

Proof. |G(I)| ≤ nとすると, Proposition 4.3より I は univerasal lexsegmentイデア
ルであり, かつ

max{j : xjがある Iの生成元 u ∈ G(I)を割り切る } = |G(I)|

であることがわかる. よって Lemma 1.2 (ii)と 4.4よりこの場合は主張は正しい.

次に |G(I)| > nとすると, G(J) ⊂ G(I)かつ |G(J)| = nなる lexsegmentイデアル
J ⊂ Sが取れる. Proposition 4.3とG(J) ⊂ G(I)であることから

n ≥ max{j : xjがある Iの生成元 u ∈ G(I)を割り切る }
≥ max{j : xjがある J の生成元 u ∈ G(J)を割り切る }
= n.

よって Lemma 1.2 (ii)と 4.4よりこの場合も主張が正しいことがわかる.

次に universal lexsegmentイデアルのヒルベルト関数がどのような形をしている
かを決定しておくことにする.

Corollary 4.6. イデアル I が (3)の形をした universal lexsegmentイデアルである
とする. ai = deg xb1

1 xb2
2 · · ·xbi−1

i−1 xbi+1
i とおくと,

H(S/I)(t) =

(
t + n − 1

n − 1

)
−

s∑
j=1

(
t − aj + n − j

n − j

)
for all t.

特にH(S/I)は criticalである.

Proof. 概略のみ与えることにする. I が (3)の形をしている時, I はベクトル空間と
して次の直和分解を持つ

I =
s⊕

j=1

(xb1
1 · · · xbj−1

j−1 x
bj+1
j )K[xj, . . . , xn].

さてH(K[x1, . . . , xn])(t) =
(

t+n−1
n−1

)
であるから, 上の分解により主張が従う.
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5 主結果の証明
この節ではTheorem 0.1の証明を与える. 先ず, min AH > 0ならば |AH | = 1とな

るという定理の後半の主張は universal lexsegmentイデアルについての次の結果か
ら従う.

Proposition 5.1. I を Sの斉次イデアルとする. H(S/I)が criticalなら Lex(I)は
universalで, かつ

depth(S/I) = depth(S/Lex(I)).

上の命題において Lex(I)が universalであることは Proposition 4.3 と Corollary

4.6より明らかである. depth(S/I) = depth(S/Lex(I))となることの証明は, 少し技
巧的であるし, さほど重要な結果ではないのでここでは省略することにする. 詳しく
は [7]を参照せよ. ではTheorem 0.1の証明に移る.

Proof of Theorem 0.1. Proposition 5.1より, H は critialでないとしてよい. また
Proposition 3.1よりmin AH = 0であることを注意しておく. b = max AH として,

I ⊂ Sを depth(S/I) = bかつH(S/I) = H となる Sの斉次イデアルとする. b = 0

なら主張は明らかであるから b > 0として良い. 特に Corollary 4.6より Lex(I)は
universal lexsegmentではない.

さて, 0 < r ≤ bを整数とし, r ∈ AHを示せばよい. Lemma 1.2 (i)よりS/I-regular

であるような linear form ϑ1, . . . , ϑr ∈ S1 が存在する. 特にR = K[x1, . . . , xn−r]と
おくと, S/⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩とRは同型であるから, あるRの斉次イデアル J で

H(R/J) = H(S/(I + ⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩)) = ∆r(H(S/I))

を満たすものが存在する. 但し後半の等号は Lemma 2.3より従う.

Rの lexsegmentイデアル Lex(J)をとり, Sのイデアル L = (Lex(J))Sを考える.

Lex(J)は Rのイデアルであるから, 変数 xn, . . . , xn−r+1は Lの生成系に現れない.

よって xn, . . . , xn−r+1は S/L-regularである. すると

H(S/(L + ⟨xn, . . . , xn−r+1⟩)) = H(R/Lex(J)) = H(R/J) = H(S/(I + ⟨ϑ1, . . . , ϑr⟩))

であるのでH(S/L) = H(S/I) = Hがわかる. 後は depth(S/L) = rを示せばよい.

イデアルLの取り方と depthの性質から depth(S/L) = r +depth(R/Lex(J))であ
る. よってdepth(R/Lex(J)) = 0を示せば十分. ところで,もしdepth(R/Lex(J)) > 0

となるならProposition 4.3とCorollary 4.5よりLex(J)はuniversal lexsegmentとな
る. しかし, もし Lex(J)が universal lexsegmentならば L = (Lex(J))Sも universal

lexsegmentであり, LとIとは同じヒルベルト関数を持つのでLex(I) = Lがuniversal

lexsegmentとなる. 初めに述べたように, 仮定から Lex(I)は universalでないことが
わかっているからこれは仮定に矛盾する. よって depth(R/Lex(J)) = 0を得る.
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