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本研究は日比孝之先生 (大阪大学)との共同研究です. S = K[x1, . . . , xn]を体K上
の標準的な次数付けを持つ n変数多項式環とします. 以下, 全てのイデアルは S自
身や 0だけからなる自明なものではないことを仮定します. 多項式環 Sの斉次イデ
アル Iに対し, 商環 S/Iのヒルベルト関数 H(S/I, t) : N → Nとは

H(S/I, t) = dimK(S/I)t

で定義される関数のことです. 但し, (S/I)tは商環 S/I の次数 tの斉次成分としま
す. 本講演では関数H : N → Nを固定した時, Hをヒルベルト関数に持つような商
環 S/Iの depthがどの程度の範囲の値を取りうるかについてお話しします．
最初に depthの定義を思い出しておきます. ここでは多項式環を斉次イデアルで

割った環しか扱わないので, この場合にだけ定義しておくことにします. 一般的な定
義は [1, §1]等を参照して下さい. IをSの斉次イデアルとします. 多項式 f ∈ Sに対
し, [f ] ∈ S/Iを f の S/Iへの自然な像とします. 多項式 f ∈ Sが S/Iの非零因子で
あるとは、[fg] = [0]となる任意の多項式 g ∈ S に対し [g] = 0となる時にいいます.
多項式の列 u1, u2, . . . , urが S/Iの regular sequenceであるとは, 各 i = 1, 2, . . . , r
に対して uiが S/(I + ⟨u1, . . . , ui−1⟩)の非零因子である時に言います. 商環 S/I の
depthとは S/Iの regular sequenceの最大の長さのことで, depth(S/I)と書きます.
この depthというのは可換環論における非常に基本的な不変量の一つです．
関数H : N → Nに対し,

AH = {depth(S/I) : I は Sの斉次イデアルで S/Iのヒルベルト関数がHに一致 }
と定めます. ここ考えたいのは, 関数H からどのように AH を決定するか？という
問題です. 先ず考えられるのは, AH の最大値と最小値をどのように決定するか？と
いう問題でしょう. 詳細はここでは省きますが, 最大値についてはMacaulayの古典
的な結果から簡単に決定することができます. また,最近の結果から, 最小値という
のは lexsegment idealというイデアルによって与えられることが知られており, こち
らも比較的容易に決定できます. 今回, 我々が得た結果は次のようなものです.

定理. 関数H : N → Nが Sをある斉次イデアル I で割った環 S/Iのヒルベルト関数
であるとする. ある整数 0 ≤ a ≤ b ≤ nがありAH = {a, a + 1, . . . , b − 1, b}となる.
さらに, もしmin AH > 0なら, ある整数 0 < a ≤ nがありAH = {a}となる.

上の定理はAH の最大値と最小値がわかればAH 全体を知ることができるという
ことを意味しています. 今回の講演では, AH の最大値及び最小値をどのように決定
するかについて簡単に解説するとともに, 上の定理の証明のアイデアについてお話
ししたいと思います.
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