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整数の分割

定義 1.1
自然数 nの分割とは，自然数の非増加列 λ = (λ1, . . . , λm) で
λ1 + · · ·+ λm = nをみたすものをいう。

Pn: nの分割全体
nの分割はヤング図形で表すことができる。
例 1.2
7の分割 λ = (4, 2, 1)は，以下のヤング図形で表される：
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（ヤング）タブロー
定義 1.3
λ ∈ Pn を枠とする（ヤング）タブローとは，λのヤング図形の各箱
に {1, 2, . . . , n} の元を１つずつ書き入れたものをいう。

例 1.4
3 2 1 7
4 5
6

は λ = (4, 2, 1)を枠とするタブローである。

Tab(λ): λを枠とするタブロー全体
定義 1.5
T ∈ Tab(λ)
T が列標準 def⇔ 各列の数字が上から下へ増加列
T が行標準 def⇔ 各行の数字が左から右へ増加列
T が標準 def⇔ T が列標準かつ行標準
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分割 λのシュペヒトイデアル

定義 1.6 (シュペヒト多項式)
λ ∈ Pn

S = K [x1, . . . , xn]: 無限体 K 上の n変数多項式環
T ∈ Tab(λ)に対して，シュペヒト多項式 fT ∈ S とは，
i と j が T の同じ列にあり，j が i より下にあるような
すべての xi − xj の積をいう。

例 1.7

T = 3 2 1 7
4 5
6

に対して，fT = (x3− x4)(x3− x6)(x4− x6)(x2− x5).

Iλ := ⟨fT : T ∈ Tab(λ)⟩ ⊂ S λを枠とするシュペヒトイデアル
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分割 λのシュペヒトイデアル

例 1.8

λ = (3, 2) = に対して，Iλ の生成系は

(x1 − x2)(x3 − x4), (x1 − x2)(x3 − x5), (x1 − x2)(x4 − x5),
(x1 − x3)(x2 − x4), (x1 − x3)(x2 − x5), (x1 − x3)(x4 − x5),
(x1 − x4)(x2 − x3), (x1 − x4)(x2 − x5), (x1 − x4)(x3 − x5),
(x1 − x5)(x2 − x3), (x1 − x5)(x2 − x4), (x1 − x5)(x3 − x4),
(x2 − x3)(x4 − x5), (x2 − x4)(x3 − x5), (x2 − x5)(x3 − x4).
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単項式順序

S := K [x1, . . . , xn]: 体 K 上の n変数多項式環
定義 2.1
S の単項式全体の集合における全順序 < が単項式順序であるとは，
以下の 2条件をみたすときにいう：

1 任意の単項式 u ̸= 1 に対して，1 < u
2 任意の単項式 u, v ,w に対して，「u < v ⇒ uw < vw」

例 2.2 ( 辞書式順序 (xi1 > · · · > xin ))

まず，xi1 に関して次数を比較して，大きい方が大きい。
同じならば xi2 に関して次数を比較して，大きい方が大きい。
同じならば xi3 に関して次数を比較して，・・・
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重み順序

例 2.3 (重み順序 <w)

w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn
≥0 と単項式順序 <に対して，

xa1
1 · · · x

an
n <w xb1

1 · · · x
bn
n

def⇔

∑n
i=1 aiwi <

∑n
i=1 biwi

or∑n
i=1 aiwi =

∑n
i=1 biwi かつ xa1

1 · · · x
an
n < xb1

1 · · · x
bn
n

と定義すると <w は単項式順序である（重み順序）。

2変数以上の多項式環には，無限個の単項式順序が存在する。
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グレブナー基底

S の単項式順序 < を 1つ固定する。
定義 2.4
0 ̸= f ∈ S
in<(f ) : f に現れる単項式の中で < に関して最大のもの
I ⊂ S : イデアル
in<(I) := ⟨in<(f ) : 0 ̸= f ∈ I⟩ I のイニシャルイデアル
{g1, . . . , gt} ⊂ I が < に関する I のグレブナー基底
def⇔ in<(I) = ⟨in<(g1), . . . , in<(gt)⟩

グレブナー基底は必ず存在するが一意ではない。
イデアル I のグレブナー基底は I を生成する。
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グレブナー基底の基本的な性質

定義 2.5
イデアル I ⊂ S のグレブナー基底 G が 被約であるとは，
以下が成り立つときにいう：

1 任意の g ∈ G はモニック
2 任意の g ∈ G に対して，g に現れる任意の単項式が

{in<(g′) : g ̸= g′ ∈ G}

の元で割り切れない

イデアルと単項式順序を固定すると，被約グレブナー基底は
唯一つ存在する。
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普遍グレブナー基底

定義 2.6
I ⊂ S：イデアル
任意の単項式順序に関して I のグレブナー基底になる有限集合を
I の普遍グレブナー基底という。

I ⊂ S のイニシャルイデアルは，高々有限個しか存在しない。
よって，例えば，以下の集合は I の普遍グレブナー基底である。∪

<:S の単項式順序
G<

（ただし，G< は <に関する I の被約グレブナー基底）
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イニシャルフォームイデアル
定義 2.7
w = (w1, . . . ,wn) ∈ Rn に対して，

xa1
1 · · · x

an
n ≺ xb1

1 · · · x
bn
n

def⇔
n∑

i=1

aiwi <

n∑
i=1

biwi

と定義すると，S の単項式全体上の半順序となる。
0 ̸= f ∈ S に対して，この順序で最大となる項の和を
f のイニシャルフォームといい，inw(f )と表す。
斉次イデアル I ⊂ S に対して，

inw(I) = ⟨inw(f ) : 0 ̸= f ∈ I⟩

を I のイニシャルフォームイデアルという。
I は斉次なので，任意の w1 ∈ Rn に対して，
inw1(I) = inw2(I) をみたす w2 ∈ Rn

≥0 が存在する。
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ステイト多面体
w ∈ Rn に対して，C[w] := {w′ ∈ Rn : inw(I) = inw′(I)}.
扇とは，原点からの錐からなる多面体的複体をいう。

定義 2.8

GF(I) :=
{

C[w] : w ∈ Rn
}
, ただし，C[w]は C[w]の閉包

このとき，GF(I)は扇であり，I のグレブナー扇と呼ばれる。

GF(I) は 完備である，すなわち，∪
C∈GF(I) C = Rn.

定義 2.9
凸多面体 P ⊂ Rn の正規扇とは P の双対をいう。
凸多面体 P ⊂ Rn が I のステイト多面体であるとは，
GF(I)が P の正規扇であるときにいう。

I のイニシャルイデアル←→ I のステイト多面体の頂点
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フィルター F のシュペヒトイデアル

定義 3.1 (支配的順序 ⊵)

λ = (λ1, . . . , λm), µ = (µ1, . . . , µl) ∈ Pn が
λ1 + · · ·+ λk ≥ µ1 + · · ·+ µk for k = 1, 2, . . . ,min{m, l}
をみたすとき，λ⊵ µと表す。

定義 3.2
F ⊂ Pn が Pn の lower filter
⇔ λ ∈ F と µ ∈ Pn が µ⊴ λ をみたすならば µ ∈ F が成り立つ

定義 3.3
F ⊂ Pn が Pn の upper filter
⇔ λ ∈ F と µ ∈ Pn が µ⊵ λ をみたすならば µ ∈ F が成り立つ
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フィルター F のシュペヒトイデアル

F : Pn の lower filter
IF :=

∑
λ∈F Iλ ⊂ S F のシュペヒトイデアル

事実 3.4
µ⊴ λ ⇒ Iµ ⊂ Iλ

Pn の lower filter として

F = {µ ∈ Pn : µ⊴ λ}

を考えれば，Iλ = IF が成り立つ。
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軌道型

対称群 Sn の K n への自然な作用を考える。
各点 a ∈ K n に対する，この作用に関する Sn の固定化部分群は，
ある µ = (µ1, . . . , µr ) ∈ Pn について，Sµ1 × · · · ×Sµr と同型。
この分割 µを a の軌道型といい，Λ(a)で表す。
例 3.5

Λ((4, 0, 2, 4, 2, 4)) = (3, 2, 1).

µ ∈ Pn に対して，Hµ = {a ∈ K n : Λ(a) = µ}とおく。
部分集合 G ⊂ Pn に対して，

JG = {f ∈ S : f (a) = 0 for ∀a ∈
∪

µ∈G Hµ}

と定義する。（注：これは被約イデアルである。）
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Haiman–Woo

補題 3.6

λ ∈ Pn, T ∈ Tab(λ)とする。このとき，

fT (a) = 0 for ∀a ∈ Hµ with µ ̸⊴λ.

定理 3.7 (Haiman–Woo)

∅ ̸= F ⊂ Pn: lower filter
GF := {fT : T ∈

∪
λ∈F Tab(λ)}.

このとき，以下が成り立つ。
1 IF = JPn\F が成り立つ。特に，IF は被約である。
2 GF は IF の普遍グレブナー基底である。

注：IF = ⟨GF ⟩. また，補題 3.6より，GF ⊂ JPn\F が従う。
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

定義 4.1
λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Pn, 0 < k ∈ Zに対して，
(λ1, . . . , λk + 1, . . . , λm) の成分を大きい順に並べ替えて得られる
n + 1の分割を λ+ ⟨k⟩で表す。
(k > mのときは，λ+ ⟨k⟩ = (λ1, . . . , λm, 1))

例 4.2
(4, 2, 2, 1) + ⟨3⟩ = (4, 3, 2, 1).
(4, 2, 2, 1) + ⟨5⟩ = (4, 2, 2, 1, 1).
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

補題 4.3
Pn の upper filter F と，λ ∈ Pn−1 に対して，

λ+ ⟨j⟩ ∈ F ⇒ λ+ ⟨i⟩ ∈ F for ∀i ≤ j

Proof.
任意の λ ∈ Pn−1 に対して，

i ≤ j =⇒ λ+ ⟨j⟩⊴ λ+ ⟨i⟩

であることから直ちに従う。
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

定義 4.4
F ⊂ Pn に対して，Fk := {µ ∈ Pn−1 : µ+ ⟨k⟩ ∈ F} と定義する。

注：F が upper (lower) filterならば，Fk もそうである。
例 4.5
F = {(4, 1, 1), (3, 3), (4, 2), (5, 1), (6)}に対して，
F1 = {(3, 1, 1), (3, 2), (4, 1), (5)},
F2 = {(3, 2), (4, 1), (5)},
Fk = {(4, 1), (5)} for ∀k ≥ 3.
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補題 4.6

F ⊂ Pn: upper filter

f = gdxd
n + · · ·+ g1xn + g0 ∈ JF ,

ただし，g0, . . . , gd ∈ K [x1, . . . , xn−1] かつ gd ̸= 0.
このとき，g0, . . . , gd は JFd+1 に属する。

Proof 1
λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Fd+1, a ∈ Hλ とする。
α1, . . . , αm ∈ K は相異なり，各 αi ∈ K は aに λi 回現れるとする。
前の補題より，λ+ ⟨i⟩ ∈ F for 1 ≤ ∀i ≤ d + 1.
m < d + 1のとき：
λ+ ⟨d + 1⟩ = (λ1, . . . , λm, 1)なので，各 α ∈ K \ {α1, . . . , αm}に
対して，(a, α) ∈ Hλ+⟨d+1⟩. ∴ f (a, α) = 0.
m ≥ d + 1のとき：
i = 1, 2, . . . , d + 1に対して，(a, αi) ∈ Hλ+⟨i⟩ より，f (a, αi) = 0.
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続き.
いずれの場合も，次数 d の多項式

f (a, xn) =
d∑

k=0

gk (a)xk
n ∈ K [xn]

が少なくとも d +1個の根を持つので，これは K [xn]のゼロ多項式。
∴ gi(a) = 0 for each i .
よって，gi ∈ JFd+1 for ∀i が成り立つ。
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

補題 4.7
∅ ̸= F ⊂ Pn: lower filter
このとき，辞書式順序 <lex (x1 < · · · < xn) に関して，

GF =
{

fT : T ∈
∪

λ∈F Tab(λ)
}

は， JPn\F のグレブナー基底である。

証明のポイント：
(再掲) F ′ = Pn \ F とおくと，補題 3.6より，GF ⊂ JF ′ .
あとは，任意の f ∈ JF ′ に対して，in(fT ′)| in(f )をみたす
T ′ ∈ Tab(λ) (λ ∈ F ) が存在することを示せばよい。
T が列標準であり，番号 i が T の di 番目の行にあるならば，
in(fT ) =

∏n
i=1 xdi−1

i .
nに関する帰納法で証明する。(n = 1のときは自明。)
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f = gdxd
n + · · ·+ g1xn + g0 ∈ JF ′ とおく。

ただし， g0, . . . , gd ∈ K [x1, . . . , xn−1] かつ gd ̸= 0である。
補題 4.6より，gd ∈ JF ′

d+1
.

帰納法の仮定から，GPn−1\F ′
d+1
は JF ′

d+1
のグレブナー基底。

ゆえに，∃T ∈ Tab(µ) with µ ∈ Pn−1 \ F ′
d+1 s.t. in(fT )|in(gd).

(注：gd ̸= 0 かつ JPn−1 = {0}より，F ′
d+1 ̸= Pn−1.)

λ = µ+ ⟨d + 1⟩とおく。
1, 2, . . . , n − 1が T と同じ位置にある T ′ ∈ Tab(λ) を考える。
µ /∈ F ′

d+1 より λ ∈ F であるから，fT ′ ∈ GF が成り立つ。
T における nの位置は，第 (p + 1)行 (p ≤ d)であるから，
in(fT ′) = xp

n in(fT ) は in(f ) = xd
n in(gd)を割り切る。

ゆえに GF は JF ′ のグレブナー基底である。
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

Haiman–Wooの定理の証明.
GF は JPn\F のグレブナー基底であるから，IF = ⟨GF ⟩ = JPn\F .
特に，IF は被約であり，GF は
辞書式順序 (x1 < · · · < xn) に関して，IF のグレブナー基底

∀σ ∈ Sn に対して，GF = {σf : f ∈ GF}であるから，GF は
辞書式順序 (xσ(1) < · · · < xσ(n)) に関して，IF のグレブナー基底

<を任意の単項式順序とする。
<に関して xi1 < · · · < xin が成り立つとする。
fT は１次式の積であるから，in<(fT ) = in<′(fT ) が成り立つ。
ただし，<′ は辞書式順序 (xi1 < · · · < xin ) である。
∴ GF は任意の単項式順序 <に関して，IF のグレブナー基底
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簡明な証明（Murai–O.–Yanagawa）

注意 4.8
定理 3.7 (2) の主張は有限体 K についても成り立つ。実際，

K が有限体でも，1変数有理関数体 K (t) は無限体であるから，
K (t)が係数体なら定理 3.7が成り立つ。
各 fT の係数は ±1であるから，GF にブッフバーガーの判定法
を用いた場合，変数 t は決して現れない。
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ステイト多面体

定義 5.1
(u1, . . . , un) ∈ Rn に対して，

{(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) ∈ Rn : σ ∈ Sn}

の凸閉包を Pn(u1, . . . , un) で表す。
特に，Πn := Pn(1, 2, . . . , n)は n次の 置換多面体と呼ばれる。

置換多面体 Πn の正規扇 Brn は braid扇と呼ばれる完備扇であり，
超平面 xi − xj = 0 (for ∀i ̸= ∀j) で与えられる。
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ステイト多面体
Brn の各極大錐は，ある σ ∈ Sn に対して，

{w ∈ Rn : wσ(1) ≤ wσ(2) ≤ · · · ≤ wσ(n)}

各 0 ≤ k < nに対して，
Πn,k := Pn(1, 2, . . . , n − k − 1, n − k , . . . , n − k).

このとき，Πn,k の正規扇の各極大錐は，ある σ ∈ Sn に対して，
Cσ,k := {w ∈ Rn : wσ(1) ≤ wσ(2) ≤ · · · ≤ wσ(n−k), . . . ,wσ(n)}

定義 5.2
一般化置換多面体とは，辺の方向を維持しながら，置換多面体の
頂点を移動して得られる多面体である。

補題 5.3
各 Πn,k は一般化置換多面体である。
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イニシャルイデアル・ステイト多面体 (O.–Yanagawa)

定理 5.4
nの分割 λ = (λ1, . . . , λm) (λm > 0) に対して，

k := min{λi−1 − λi : i = 2, 3, . . . ,m }

とおく。このとき，
1 Iλ はちょうど n!/(k + 1)!個のイニシャルイデアルを持つ。
2 Πn,k は Iλ のステイト多面体である。
3 Iλ のステイト多面体が（通常の）置換多面体であることと，
ある i ≤ mに対して，λi = λi−1 が成り立つことは同値。
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