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Simulated Annealing(焼きなまし法)、すなわち、マルコフ連鎖の長時間挙動の性質を利用

して最適化問題に応用することを、数学的に厳密に論じる．特に、推移確率が時刻に依存

するNon-homogeneousなマルコフ連鎖について、Spectral Gapを用いて長時間挙動を評価

することと、その応用である Simulated Annealingについて述べる．Simulated Annealing

とは、巨大な有限集合E上の関数Uの最小値を取る点を探すための一つの手法である．マ

ルコフ連鎖を近傍の値を比較しながら関数の値がより小さいところへ動きやすくし、最終

的に関数が最小値を持つ状態へたどりつかせる．今いる点から近傍の点へ移る遷移確率を

制御するパラメータをどのように調整するかを決定することが Simulated Annealingの数

学的な問題である．

可逆 (reversible)なマルコフ連鎖について、Second Largest Eigenvalue(第二固有値)を用

いてマルコフ連鎖が定常分布 πに収束する早さを評価する．推移確率行列を

P = {P (Xn+1 = j|Xn = i)}i,j∈E

で表すと、分布の距離に関して、行列の考え方から次のことがいえる．

任意の初期分布を νとし、ui、viをそれぞれP (r× r)の固有値λiに対する左固有ベクトル、

右固有ベクトルとすると、λ1 = 1、u1 = π、v1 = 1だから

|νP n − π| = |
r∑

i=2

λn
i viui|　

である．これより 1 = λ1 > |λ2| > · · · > |λr|なので λ2が収束の速さを決める.

そこで λ2を調べるために Spectral Gap (第一固有値と第二固有値の差)について考える．

Dirichlet formを

επ(φ, φ) = 〈(I − P )φ, φ〉π

ただし、〈φ, ψ〉π =
∑

x∈E φ(x)ψ(x)π(x)で定めると、¶ ³
1 − λ2 = β2 = inf

{
επ(φ, φ)

V arπ(φ)
;
∑

y

φ(y)π(y) = 0

}
µ ´
がいえ、この定理から第二固有値の上からの評価を得ることができる．後に連続時間の場
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合にこれを用いて Spectral Gapの評価を行う．

時刻 nでの遷移確率が時刻に依存するマルコフ連鎖を Non-homogeneous マルコフ連鎖

という．推移確率行列は

P (n) = {P (Xn+1 = j|Xn = i)}i,j∈E

で表し、k > m ≥ 0に対してP (m, k) = P (m)P (m + 1) · · ·P (k − 1)とする．弱エルゴード

性と強エルゴード性を定義する．µ、νをマルコフ連鎖の時刻mでの分布とし、任意のm

に対して

lim
k→∞

sup
µ,ν

dv

(
µT P (m, k), νT P (m, k)

)
= 0

のとき、マルコフ連鎖は弱エルゴード的であるといい

lim
k→∞

sup
µ

dv

(
µT P (m, k), π

)
= 0

である πが唯一存在するとき強エルゴード的という. Non-homogeneous マルコフ連鎖が弱

エルゴード的となる条件をDobrushin’s Coefficientを用いることによって与える. 推移確率

行列Qに対して、

δ(Q) =
1

2
sup
i,j∈F

∑
k∈E

|qik − qjk|

をDobrushin’s Coefficientという．¶ ³
任意のmに対して

lim
k→∞

δ(P (m, k)) = 0

ならばマルコフ連鎖は弱エルゴード的である．µ ´¶ ³
∞∑

s=0

(1 − δ(P (ns, ns+1)) = ∞

である単調増加数列 {ns}s>0 が存在すれば Non-homogeneous マルコフ連鎖は弱エル

ゴード的である.µ ´
強エルゴード的ならば弱エルゴード的であることからさらに、弱エルゴード的であること

が与えられたとき、適当な条件のもとでマルコフ連鎖は強エルゴード的となる．
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既約性のみを仮定する Q = {q(x, y)}x,y∈Eから π (target distribution)を定常分布に持つ

推移確率行列 P = {p(x, y)}x,y∈Eを、x ̸= yのとき

p(x, y) = q(x, y)α(x, y)

α(x, y) = min

(
1,

π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)

)
≤ 1

x = yのとき、p(x, y) = 1−
∑

x ̸=y p(x, y) とすることによって構成することができる. Non-

homogeneous マルコフ連鎖の考え方を用いて、離散時間モデルの Simulated Annealingを

考える．E : 有限集合（ただし十分大）、U : E → Rの関数、q0 : E × E → R;ある遷移確

率、µ0 : E → (0, 1);reference measureとし、µ0(x)qo(x, y) = µ0(y)q0(y, x)を仮定する.

Target distrubutionとして βに依存する次のようなGibbs measureを考える.

µβ(x) =
1

Zβ

exp{−βU(x)}µ0(x).

ただし Zβ =
∑

x∈E exp{−βU(x)}µ0(x)とする．この分布は βが大きいときには U が最小

値を取る点に集中する．このµβを定常分布とするマルコフ連鎖を構成することによって関

数 U の最小値をとる点を探したい．さらに βを時刻 nとともに変化させる．すなわち

β = β(n)

とする．{Xn}はNon-homogeneousなマルコフ連鎖であるので、強エルゴード的であれば

唯一の定常分布を持つ．そのことから limn→∞ P (Xn ∈ {U の最小値を取る点 }) = 1となる

条件を考えたい．αも時刻とともに変化するので α(x, y) = αβn(x, y)と表す．各 T ∈ (0, 1]

に対してN(x)は xの近傍とし

α(βn) = inf
x∈E,y∈N(x)

αβn(x, y)

とする．次の定理が成り立つ．¶ ³
十分大きなN に対し、

∞∑
k=0

α(βkN)N = ∞

ならば、このマルコフ連鎖は弱エルゴード的である．µ ´
この定理から∆ = sup{U(j) − U(i); j ∈ N(i)}とおいて、β(n)を

β(n) ≤ log n

N∆
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を満たすようにとればマルコフ連鎖は弱エルゴード的となることがわかる．さらに、強エ

ルゴード的となることがわかる．

連続時間モデルの Simulated Annealingを考える．

Target distrubutionとして βに依存するGibbs measure

µβ(x) =
1

Zβ

exp{−βU(x)}µ0(x).

を考える．ただし、Zβ =
∑

x∈E exp{−βU(x)}µ0(x)である．

βを時刻 tとともに変化させる．すなわち

β = β(t)

とする．線形作用素 Lβ : C(E) → C(E)

(Lβ(t)φ)(x) =
∑

y

qβ(t)(x, y)(φ(y) − φ(x))

(L∗
β(t)φ)(x) =

∑
y

qβ(t)(y, x)(φ(y) − φ(x))

をマルコフ連鎖の生成作用素とする．連続時間のマルコフ連鎖 {Xt}の遷移確率Pst(x, y) =

P (Xt = y|Xs = x) はBackward equationの解で定まる．

d

dt
Pst(x, y) = (L∗

β(t)Pst(x, ·))(y) =
∑

ξ

Pst(x, ξ)qβ(t)(ξ, y)

Pss(x, y) = δxy

このように定まるマルコフ連鎖 {Xt}は、遷移確率が時刻に依存するNon-homogeneousな

マルコフ連鎖で、µ0を初期分布とすると時刻 tでの分布mt(y) = P (Xt = y)は

mt(y) =
∑
x∈E

P0t(x, y)µ0(x)

で表される．β(t)は定める必要のある関数で、どうとればP (U(Xt) > min U) → 0 (t → ∞)

となるか知りたい．これをGibbs measureであるTarget distribution µβ(t)を通して評価し

ていくことで考える．

ft(x) =
mt(x)

µβ(t)(x)

とおくと
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¶ ³
1 < p < ∞に対して、あるCが存在して

sup
t

∑
x∈E

ft(x)pµβ(t)(x) ≤ C

ならば、δ > 0が存在して

P (U(Xt) ≥ min U + δ) ≤ C#E{e−β(t)δ}1− 1
p .µ ´

ここで、β(t) → ∞とすれば、右辺→ 0となることから、β(t)がどのようなときに

sup
t

∑
x

ft(x)pµβ(t)(x) ≤ C

がいえるかどうかを考えていく．φに対して、〈φ〉t =
∑

x φ(x)µβ(t)(x)、1 < p < ∞に対し

て ∥φ∥p,t = 〈|φ|p〉
1
p とする. f0として、f0(x) ≥ 0, 〈f0〉0 = 1なるものをとり、f0(x)µ0(x)を

初期分布としてとると

ft(x) =
1

µβ(t)(x)

∑
y∈E

f0(y)µ0(y)P0t(y, x)

となる．ftはTarget distributionと実際のプロセスの分布との比較であって、1であってほ

しいので、ftと 1との差 ∥ft − 1∥2,tを調べていく.

ここで評価のため Dirichlet form εβ(φ, ψ)を

εβ(φ, ψ) = −
∑
x∈E

(Lβφ)(x)ψ(x)µβ(x)

で定義する. ∥ft − 1∥2
2,tを tの関数として微分計算することによって、M = max U −min U

に対して

d

dt
∥ft − 1∥2

2,t ≤ −2εβ(t)(ft − 1, ft − 1) + Mβ′(t)∥ft − 1∥2
2,t + 2Mβ′(t)∥ft − 1∥2,t

を得る．∥ft − 1∥2,tと εβ(t)(ft − 1, ft − 1)を比較する.

そこで Spectral Gap γ(β)を

γ(β) = inf

{
ε(φ, φ)

V arβ(φ)
;
∑
x∈E

φ(x)µβ(t)(x) = 0

}

で定める．これより、

εβ(ft − 1, ft − 1) ≥ γ(β(t))∥ft − 1∥2
2,t
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であり ∥ft − 1∥2
2,tで閉じた式として評価でき、次の定理を得る.¶ ³

ある δ > 0が存在して、任意の 0 < a < b < ∞に対して

−2

∫ b

a

γ(β(t))dt + (1 + δ)M (β(b) − β(a)) ≤ A < ∞

であるAが存在するならば

sup
t

∥ft∥2
2,t ≤ 1 + 4δ−2∥f0∥2

2,0e
A.

µ ´
γ(β)を評価する．¶ ³
ある定数 c1 < c2が存在して

c1e
−mβ ≤ γ(β) ≤ c2e

−mβ

である．ここでのmは以下で定めたものである．µ ´
x, y ∈ Eに対して {xk}n

k=0 ⊂ Eが

x0 = x, xn = y, q0(xi+1, xi) > 0, i = 0, · · · , n − 1

であるとき、xから yへのAdmissible Pathであるという．そのPathの高さ Elevを

Elev({xk}) = max {U(xk), k = 0, · · · , n}

とし、その最も低いものをH(x, y)とする.

H(x, y) = min {Elev({xk}) : {xk}が xから yへの Admissible Path}

それからmを定める.

m = max {H(x, y) − U(x) − U(y) : x, y ∈ E}

mはmin U = 0にいくのに少なくとも登らねばならない量を表し、このmを用いて γ(β)

が評価できる.

γ(β)の評価が得られたので前の定理と合わせると

−2

∫ b

a

c1e
−mβ(t)dt + (1 + δ)M(β(b) − β(a)) ≤ A < ∞
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ならば

sup
t

∥ft∥2
2,t ≤ 1 + 4δ−2∥f0∥2

2,0e
A

となり p = 2のとき、つまり L2での β(t)の条件が得られた．具体的には¶ ³
β(t) = k + ρ log(1 + t)

ρ <
1

m

ととればよいことがわかる．µ ´
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