


１．２．平面ベクトルの加法

前の節で述べたように、平面ベクトルとは、ふたつの実数ハルを縦に

並べたもの

(是）
のことである。叩平面の原点をｏとし、点Ｐ(p,,p2)をとると、この
ベクトルは有向線分ｏＰが表すベクトル扉であり、ｏＰ～ＱＲであ
る別の有向線分QRが表すベクトルｍでもある｡点の座標(ハP2)が

｢位置情報｣を表すのに対しﾍﾞｸﾄﾙ(;;)は'移動情報｣を表ナ
と考…つま叺ﾍﾞｸﾄﾙ(:;)は｢現在位置から東ヘハ
北へ仇の地点へ移動しなさい｡」或いは、同じことだが「現在位置から、
矢印ＯＰの指す方向に矢印の長さだけ移動しなさい｡」という「指令」

であるとi歌するのである。（だからＯＰ～ＱＲのとき扉と砿は
同じベクトル（同じ指令）なのである｡）移動`情報については「ある移

動に引き続き、別の移動を行う」という意味での加法を考えることがで

きる。それが高校で学ぶ

(:;)+(:;)-(繩）
という「公式」である。この公式は「東へｐ,、北へ胸」に引き続き

｢東へ91,北へq2」という２つの指令を次々と実行することは「東へ

pl＋91、北へ胸＋92」という１つの指令を実行することと同じ、とい
う意味である。また

-(;;Ｈ=;;）
という公式は「東へp,、北へ胸」という指令を取り消して元へ戻す指

令は「東へ－p,、北へ－p2」という指令であることを意味している。も

ちろん零ﾍﾞｸﾄﾙ(I)は'何もせず【の地点にとどまれ｣=Ⅲ
う指令である。

１．３．平面ベクトルの内積

この節については、高校の教科書に付け加えたいことはない。内積など

の記号が高校と大学では（どういうわけか）異なることを注意するだけ

で…つのﾍﾞｸﾄﾙ(;非(:;)の内筒±

（(;;)(;オル川十化,，
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(是） の長さはで定義する。また、ベクトル

((是)化)’'(塁） ,/言下755Ⅱ＝

で定義する。また、２つの零でない平面ベクトルｐとｑのなす角とは、

対応する有向線分が（例えば、どちらも原点Ｏを始点としているとき）

なす角であるとして、それを０（０≦０三万)とかくと

。M薑,,猯Ⅱ
という美しい公式が成立する。蛇足ながら、この式のどこが「美しい」

かを解説すると、左辺の図形的な量と右辺の計算的な量という全く性格

が異なる（ように見える）ものが、ズバリ等号で結ばれているところ、

ということになる。

この公式を踏まえて、２つの平面ベクトルｐとｑ（←零であっても構わ

ない）が直交する（記号ではｐ－Ｌｑとかく）とは

証明には、余弦定理を使う。
高校の教科書（数学Ｂ)に書い
てある。

q)＝０(ｐ

が成り立つことである、と定義する。

１．４．平面における直線の方程式

叩平面における直線Ｌの上に相異なる２点Ａ(α1,α2),Ｂ(61,62)をとり、
ベクトルｖ＝西を考える。また、ｖに直交する零ではないベクトル

p_(;;)もとっておく個線L上の任意の点XCMDが満たす*
件（正確に言うと、平面上の点Ｘが直線Ｌ上にあるための必要＋分条

件）を表す式を、平面における直線Ｌの方程式という。この方程式に

は、次の２通りの書き方がある。

（１）（「ｚとｙの１次式＝o」の形の方程式）
常に、P-L面が成り立つ。

ｊ

Ｌ
ｙ

，

ｌｂｅｌｎｗ
gUa1u

耐-(;二塁
この条件は内積を用いて

）
であるから、

p,(ｚ－ｑ,)＋仇(ｙ－ｑ２)＝０

と書くことができる。一般に、ｐ，と胸の少なくともどちらかがＯでな

いとき、ｐ,ｚ＋p2Z/＋ｑ＝０という形の式、すなわち「ｚとｙについて
の１次式＝０」の形の式、｜ま平面における直線の方程式である。

Ｓ



（２）（１コの媒介変数を用いた方程式）

に(二)とおく｡つま'MFMMF…である｡二
のとき

Ｊ１うで＝”

となる実数ｓがあり、ｓが実数全体を動くと、Ｘは直線Ｌ上の点の全体

を動く。よって

（;二:十・(:;）
すなわち

Ｚ＝α１＋SU1，Ｚ／＝ＣＵ２＋ｓＵ２

は直線の方程式である。ここで、ｓは任意の実数を動く変数で媒介変数

(またはパラメータ）と呼ばれる。ｕ，とＵ２の少なくとも一方はＯでな

いので、（２）の式からｓを消去でき、その結果は（１）の形の方程式

になる。

２１．空間ベクトルとは何か

叩Z空間内の点Ａ(α1,ｑ２ｑ３)を始点とし、別の点Ｂ(61,62,63)を終点と
する矢印（有向線分）をＡＢとかく。反対向きの矢印、つまりＢを始

点、Ａを終点とする矢印はＢＡとかく。

矢印ＡＢには、幅と奥行きと高さがある。

幅とは、ＡとＢのｚ座標の差６，－α,のこと、

奥行きとは、ＡとＢのZ/座標の差b2-cL2のこと、

高さとは、ＡとＢのＺ座標の差b3-q3のこと

である。これらは、正の値であることも、負であることも、０になるこ

ともあるが、正になるときには、矢印ＡＢがぴったり収納できるよう

な直方体（図を見よ）の幅、奥行き、高さに等しい。ｚｙｚ空間内の点

C(Cl,c2,c3)を始点とし、別の点り(d1,.2,1cl3)を終点とする、もうひと
つの矢印ＣＤを考える。２つの矢印ＡＢとＣＤの向きと長さが同じ

(記号ではＡＢ～ＣＤとかく）とは､２つの矢印の幅と奥行きと高さが、

それぞれ一致することである。言い換えると

Ｚ

ワＴ一口

６２，ｂ３）

α３

A(`１，α２，６Ｊ3）

辺がｚ軸、〃軸、またはＺ軸
に平行であるような直方体だけ

を考えている。

ＡＢ～ＣＤ＜＝＞ｂ１－ｑ１＝dl-c1，６２－Ｑ２＝d2-c2，６３－α３＝ｄ３－ｃ３

ということになる。そこで
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と置き、これを矢印ＡＢで決まるベクトルということにする。つまり、

ベクトル誼とは、矢印ＡＢの幅と奥行きと高さという３つのデータ
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（１）（｢２Ｗ,ｚの１次式＝Ｏ」の形の方程式）

ろJp二がとおきｐ－ｌｌﾙ''１としよMで述べ±
ことから、常にｐ上戒が成り立つ。

戒(!=;1１

C２，Ｃ３）

，ｚ）

魂
61,62,63）

であるから、この条件は内積を用いて

ｐｌ(z￣α1)＋P2(ｙ－ｑ２)＋P3(ｚ－ｑ３)＝０

とかける。これがＭの方程式である。￣般に、川P2,P3のうち少なく

とも１つは０でないとき、Ｐｌｚ＋P2Z/＋Ｐ３ｚ＋９＝Ｏの形の式、つまり

｢Ｚ,ｗ:の１次式＝０」の形の式、は空間における平面の方程式である。
（２）（２コの媒介変数を用いた方程式）

ｕ＝西,ｖ＝Ｚごとおく。すなわち
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である。Ｘを平面〃上の任意の点とすると

汀＝ｓｕ＋ｗ

よって

体を動く。（右の図を見よ）

となる実数８，ｔがとれ、８，ｔが実数全体を動くと、Ｘは平面上の点の全

に排ｌｉⅡ+ｌｌｉ）
すなわち

ｚ＝α１＋ｓＴＬ１＋ｔＴﾉ１，ＺノーｃＬ２＋STL２＋ｔＴﾉ２，ｚ＝α３＋ｓｕ３＋ｔｕ３

は空間における平面の方程式である。ｓとｔは媒介変数（またはパラメー

タ）と呼ばれる変数である。平面内の直線のときには１コしか必要でな

かった媒介変数が２コ必要になるのは、平面が「２次元」であるせいで

６－



ある。この３式から媒介変数を消去すると、（１）の形の方程式が得られ

る。逆に、（１）の形の方程式が与えられたとする。このときハP21P3

の少なくとも１つは０でない。例えばp,≠ｏとすると、（１）の形の方
程式は

と変形できる。この式はｙとＺが勝手な値をとることができることを示し

ている。（それに応じて､ｚの値を決められるから｡）そこで､z/＝８，２＝ｔ
(ｓとｔは勝手な実数）とおくと

(j)｢w…壯仙Ｊ１
（HpiipD1+(Ipi/pjlripD｜

これは（２）の形の方程式になっている。

２５空間における直線の方程式

叩z空間における直線Ｌの上に相異なる２点Ａ(α1,α2,α3),Ｂ(61,62,63）

をとり、ベクトルｖ＝耐を考える。直線Ｌ上の任意の点Ｘ(z,Z/,z）
が満たす条件（正確に言うと、空間内の点Ｘが直線Ｌ上にあるための

必要十分条件）を表す式を、空間における直線Ｌの方程式という。こ

の方程式には、次の２通りの書き方がある。

（１）（「z,z/,ｚの１次式＝O」の形の式２コの連立方程式）

Ⅱ鵬つまM■……MH…
である。戒＝ｓｖとなる実数ｓがある。

Ｌ

y，ｚ）

刮かｂｏ－６

Ｍα，α⑪ロ

耐に１１１

にijll1
であるから、この式は

つまり

ｚ－ｑ１＝ｓｕ１１Ｚノーα２＝ｓｕ２１ｚ－ｑ３＝ｓｕ３

とかける。Ｕ1,1ﾉ2,U3のどれも０でないときには、これら３式からｓを消
去して

Ｚ－ｑ１ ｙ－ｑ２ Ｚ－ｑ３

Ｕ３Ｕ１ Ｕ２

７



が得られる。これがＬの方程式である｡ｕ1,U2,u3のうち１コだけがＯの

とき、例えばu1＝Ｏでu21u3がＯでないときは

Ｚ－ｑ３
ｚ－ｑ１＝０，ｙ－ｑ２

Ｕ２ Ｕ３

がＬの方程式となり、ｕ１化,ｕ３のうち２コだけがＯのとき、例えば

U1＝U2＝０，Ｕ３≠０のとき

ｚ－ｑ，＝０，ＺノーcL2＝０

が直線Ｌの方程式になる。これでは、いろいろな場合が有りすぎて、煩

雑なので、普通は「分母がＯのときは分子も０」という約束のもとで

Ｚ－ｑ３ｙ－ｃＬ２

Ｕ２

ｍ－ＣＺ１

Ｕ３Ｕ１

を空間における直線の方程式と呼ぶ｡これは苧＝等と砦＝響
という２コの方程式からなる連立１次方程式と考えることができる。

（２）（１コの媒介変数を用いた方程式）

すぐ上の（１）で出てきた式而＝svにおいて､ｓが実数全体を動く
と、ＸはＬ上の点の全体を動く。よって、これを書き換えた式（これ

も（１）で既に出てきた）

Ｉ ＨＩｉｉｌ
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つまり

Ｚ＝α１＋ＳＵ１１Ｚ/＝α２＋ＳU2，Ｚ＝α３＋ＳＵ３

が、空間における直線Ｌの方程式で、ｓが媒介変数（またはパラメータ）

である。空間で考えていても、直線自体は「１次元」なので媒介変数は

１コしか必要でないのである。

２７．空間における２コの平面の交わり

zyz空間における２つの平面ＭとⅣを考える.２．４節で述べたよう

にＭ,Ｎの方程式はそれぞれ

Ｐｌ勿十P2Z/＋Ｐ３ｚ＋９＝０，γ1ｍ十９７２ｙ＋ｒ３ｚ＋ｓ＝０

という形にかける。言い換えれば

Ｍ＝｛Ｘ(Ｍ,ご)ｌＺＭ＋P2Z/＋P3z＋９＝０｝

１V＝｛Ｘ(z,Z/,ご)｜Ｍ＋Ｍ/＋r3z＋ｓ＝O｝

ということである。実は、これらの式は集合についての等式である。左

辺のＭやＮは平面そのものというよりも、それらの平面に含まれる点

－９



の全体からなる集合と考えている。また、右辺は縦棒｜より右に書いた

条件を満たすような点ｘ(Ｍ,z)の全体からなる集合である。
一般に、２つの集合Ｓ,Ｔの共通部分（交わり）はＳｎＴという記号で

表される。従って、２つの平面ＭＮの交わりはＭｎｊｖで表される。

上で述べたことから

ＭｎⅣ＝｛Ｘ(",Ｗ)|plz+p2Z/+p3z+9＝０，Ｍ+Ｍ/+r3z+s＝O｝

であることがわかる。つまり、空間内の２平面の交わりは、未知数cc,ｙ,ｚ
についての２個の１次方程式を連立させたもの

(騏撫=:=Ｉ
の解（これら２式を同時に満たす組(Ｍ,z)）の全体として計算的に把
握することができる。次の３通りの場合がある。

１．２平面は一直線において交わる。このとき、連立方程式を解くこと

によりその直線の方程式を求めることができる。

２２平面は共通部分を持たない、つまり平行である。この場合、連立

方程式は解をもたない。

３．２平面は一致する。この場合、連立方程式は実質的には１個の方程

式からなる。

１，２，３の例をひとつずつあげておく。

１．

｛型:±:±:=：
２．

｛:±;土二：
３．

｛型:期エゴ二；
２８空間におけるｓコの平面の交わり

これは次の連立１次方程式の解の全体として把握できる。

|醐潤
最も典型的なのは、連立1次方程式の解として、ただ1組の(Ｍ,z)が

求まるときで、この場合は３平面の交わりは、その解ＣＭ/,z)を座標と

ヲ



する１点だけからなる。しかし、これ以外にさまざまな場合がある。も

うそろそろ、このコースを終わりにしたいので、図だけをあげておくこ

とにしよう。

[、］

一、

[Ｃ］[Ｂ］ [Ⅱ

≦ し

ｎ．１．，次元空間／ｎ次元ベクトルへ向けて

高校の数学でも出てくるリール)という関数は、あるひとつの要因ｚ

から、ひとつの結果〃が出てくる様子を表している。例えば、時速q

kmの等速で走る車は、ｚ時間後には、ｙｋｍだけ進んでいる、とする

と、ｚノーαｚとなる。

しかし、世の中はそんな簡単なものでないことは誰でも知っている。た

いていの事柄には複数の要因がからむ。そういった現実の事柄を数学的

にとらえるには

ツーノ(z,,z2,…ハ）

といったタイプの関数を考える必要がある。多変数ｚＭ２,…ハの関

数である。（これに対して、ｚ/＝八ｍ)は１変数の関数という。）変数

z,,ｚ2,…はそれぞれ目'｣々の要因を数値化したものを表わし、ｚ/はそれか
ら生じる結果を表わすわけである。このような関数の最大値や最小値を

計算するには、多変数の微積分が必要になる。このような関数のグラフ

を考えようとすれば、ｎ次元空間が必要になる。だから、ｎ次元という

のは、現実問題を考える上でも避けて通ることができないし、理系だけ

でなく、経済など、文系でも常識になりつつあるというか、もう、既に

なっている。

ｎ次元を曰に見えるように頭に描くのは、人間には無理である。しかし、

目には見えなくても、理解することはできる。それは、ちょうど、３次

元が苦手な私たちがベクトルの助けを借りて、３次元空間内の平面や直

線を、計算的に理解していくことができるのと同じである。だから、今

のうちに３次元に慣れてもらいたい。そこのところを経験しておけば、

ｎ次元空間だって、どうってことはないのだ。それを願って、この資

料を作った。いくらかでも役に立てば幸いである。011中宣明）

本当は(、＋l)次元空間が必要６

/○
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