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簡単のため，各 �� が非負整数ベクトルであるとすると，

� � 
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トーリックイデアルの文献

以前から，多くの研究者によって研究されてきた。

例えば，�
������� の ���
��� ��
� �後述では，
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が *����+ ������#��, として挙げられている。
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分割表の検定（マルコフ連鎖モンテカルロ法）
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グレブナー基底の現在（いま）
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単項式全体の集合における全順序 �が単項式順序であると
は，以下の �条件をみたすときにいう：

� 任意の単項式 � �� �に対して，� � � が成り立つ。
� 任意の単項式 �� � �� に対して，「� � � � �� � ��」
が成り立つ。

������� �辞書式順序 ��� � � � � � ��

まず，�� に関して次数を比較して，大きい方が大きい。
同じならば �	 に関して次数を比較して，大きい方が大きい。
同じならば �
 に関して次数を比較して，・・・
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%�#

� �� � � � �� �

	���� � � � に現れる単項式の中で �に関して最大のもの

 � � �� � � イデアル
	���
� �� 
	���� �  � �� � � 
� 
 のイニシャルイデアル

� �� � � � �  �� � 
 が�に関する 
 のグレブナー基底
���
� 	���
� � 
	��� ��� � � � � 	��� ���

イデアル 
 のグレブナー基底は 
 を生成する。
トーリックイデアルの（被約）グレブナー基底は
斉次 �項式からなる。
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�次のグレブナー基底

トーリックイデアルのグレブナー基底については，
例えば，以下の性質がよく研究されている。

�% ある単項式順序に関して，
� のグレブナー基底が
�次の �項式からなる。

�%% � ��� は *4�� �� 代数,である。

�%%% 
� は �次の �項式で生成される。

�%� �%%� �%%%が成り立つが，一般に，�%%� �%および
�%%% � �%%は成り立たない。両者の反例は，例えば・・・

�	?<��!% �#$ ;	�%&%

;��%� %$���� !�#���
�$ &+ D��$��
%� &%#��%���
�� �� !"�� �� ������ ��� ( ��'	
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凸多面体

@�C#%
%�#

� � ���� � � � � ��� � �
� に対して，

������� ��

�
��

���

�� �� � �
�

 � 	 �� � � �
��

���

�� � �

�

を �の凸閉包という。

@�C#%
%�#

# � � � が整凸多面体であるとは，# � �������をみたす
有限集合 � � �� が存在するときにいう。
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多面体の例
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三角形分割

@�C#%
%�#

整凸多面体 # が単体であるとは，# の頂点数が � � $%�#

であるときにいう。（例：線分，三角形，四面体。）

@�C#%
%�#

�の被覆とは，�の元を頂点に持つような単体の集合�で，
������� �

�
��� � をみたすものをいう。

@�C#%
%�#

�の被覆 �が三角形分割であるとは，
� � � が � � �の面ならば，� � � �

� � �� � � �ならば，� � � � は � の面，かつ，� � の面
が成り立つときにいう。
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イニシャル複体

@�C#%
%�# �イニシャル複体

� � ���� � � � � ��� � �
�

� � 単項式順序

��	���
��� ��

�
�����$�

 $ � ��
����

�� ��
�
	���
��

�

;<�����

��	���
���は �の三角形分割である。

� � �� に対して，�の三角形分割 �� が定義される。
（正則三角形分割� "��/��#$ �
 ��	）

��	���
��� � �� が成り立つ。��
�������
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イニシャル複体の例
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%�#

�の被覆（三角形分割） �が �#%��$���� であるとは，
�に属する任意の極大単体 � の頂点集合 $ に対して，
�� � �$ が成り立つときにいう。
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重要な性質

�% �は �#%��$���� �任意の三角形分割は �#%��$����
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	���
�� � 	���
�� ��� �#+ �）

�%% �は ���������$

（�
�
	���
�� � 	���
�� ��� �#+ ��3���� ���	 ��$�� �）

�%%% �は �#%��$���� な正則三角形分割を持つ
（�
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	���
�� � 	���
�� ��� ���� �）

�%3 �は �#%��$���� な三角形分割を持つ
�3 �は �#%��$���� な被覆を持つ
�3% � ��� は正規 �� ���� � �� � ���� 

● �%� �%% � �%%%� �%3� �3� �3%が成り立つが，
一般にそれぞれの逆は正しくない。
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��に付随する配置
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� は単位ベクトル
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��で，
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�����

�が �次の単項式で生成されるものが存在する。
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辺凸多面体

* � 頂点集合 ��� �� � � � � �上の有限連結グラフ
+�*� � * の辺集合（ループ，重複辺なし）

* の各辺 ! � �	 � '� � +�*�に対して，��!� �� �� � �	 � �
�

�
 �� ���!�  ! � +�*�� � ��

������
�を * の辺凸多面体という。
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辺凸多面体
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有限連結グラフ * に対して，以下は同値：
� � ��
�は正規
� �
 は ��	&����� な被覆を持つ
� * に現れる，頂点を共有しない任意の ,つの奇サイク
ル )- ) � に対して，
) のある頂点と，) � のある頂点を結ぶような * の辺
が存在する。
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（貴重な）辺凸多面体
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以下のようなグラフを * とすると，
任意の単項式順序 �に対して，

�
	���
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� �� 	���
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�

�
 は �#%��$���� な三角形分割を持つ。
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整数計画問題の例

������� �:�?� *E�%#! ��!�&��%� !����
�+, 第 �章

0社から，�個あたり 5�� �!� � �


7社から，�個あたり ��� �!� ) �


の荷物を運んで欲しいと依頼された。
�個あたりの報酬は0社が ��ドル，7社が �� ドルである。
所有するトラックには，)'�� �!� �� �
 まで載せられる。
利益を最大にするには，それぞれから何個ずつ請け負えば
よいか？

制約条件

��
�

5� � �$ 	 )'
�� � )$ 	 ��

��$ � �
のもと，

��� � ��$ を最大にするような整数 �� $ を求めよ。
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	��
��アルゴリズム

� �

�
5 � � �

� ) � �

�
とすると，

重み � � ��������� �� �� � � � �6� �� �� ��で定義される
単項式順序に関する 
� のグレブナー基底は
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��� �	� �

�
���� �
	�
� �

	
	�

	

 � �
��

���$�)�(� � ��� �� )'� ��� は明らかに制約条件をみたす。

そこで，�
�
 �	�� をこのグレブナー基底で割り算すると，
余りは ����

�
	�
 である。

よって，最適解（の１つ）は ���$�)�(� � �5� 5� �� ��	

答：0 社から 5個，7社から 5個請け負えばよい。
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分割表

�� �分割表：

代数 �統計 � 5 ) � � 計
� � � � � � 5
5 � ) ) � � �5

) � � � � � �

� � � � � � �
� � � � � � �

計 �� 6 � � ) �6

●代数と統計の成績には関連はあるのか？
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マルコフ連鎖モンテカルロ法

マルコフ連鎖モンテカルロ法
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5

�5
��	 �

�

�

�� 6 � � ) �6

� � 	 ��	 � �

��������
�������

� 上をランダムウォークして，� の元をサンプリングし，
統計量を計算することによって分析する。
（この場合，	�  � ���� �'5 である。）
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マルコフ連鎖モンテカルロ法

●行和，列和がゼロであるような行列を有限個用意し，
それを足したり引いたりすることによって，
� 上をランダムウォークする。
●例えば，�

�

� �

�
�	 をみたす 
� � �	 を固定したとき
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�
�

�
� � ��
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��

の元を足したり引いたりすることで
� の任意の �元は � の元を経由して移り合える。
このような � をマルコフ基底という。
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� の生成系をなすことである。

�元表に対応する 
� が �次の �項式で生成されること
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)元以上の表に対しては，（いくつかのクラスを除いて）

� の生成系は未解明であり，計算困難である。
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分割表に付随する配置
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� � �����������������	������� � � 	 ���������� � �

に対しては，以下のようなベクトル全体からなる配置
���������� が対応する：
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ただし，各 	� は ��� �� � � � � ���に属し，
�
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������������������

は ��� ����������������の単位座標ベクトルである。
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ネストされた配置
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ネストされた配置
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ネストされた配置

� ��� � � ���� � � � � �� � �簡単のため，各 � �� の次数は � とする

各 	 � �� �� � � � �  に対して，
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で定義される配置 ��$�� � � � �$��を
�� $�� ����$� に付随するネストされた配置という。
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は正規だが，逆は必ずしも成り立たない。
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