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1 はじめに

独立同分布の確率変数の和に関する基本的な極限定理に大数の法則がある。
大数の法則が成立しているとき、収束先である平均値の近くでの、より詳し
い収束の様子は、分散が有限であれば、中心極限定理によって与えられる。
これに対し、大偏差原理は、大数の法則のように分布がデルタ分布に収束し
ているとき、収束先から”大きく”離れた稀な事象の確率の漸近的なふるまい
をみようとするものである。

1.1 Laplace の方法
たとえば、R 上の密度関数 fε を持つ確率測度 µε(dx) = fε(x)dx の族 {µε :
ε > 0}が、µε → δ{x0} (ε → 0)を満たしているものとする。また、fε(x) (x 6=
x0) が指数的に減少するとする。すなわち、fε(x) = gε(x) exp(−(1/ε)I(x))
(I ≥ 0, I(x) = 0 ⇔ x = x0) とする。ただし、gε > 0, supx(ε log gε(x)) →
0 (ε → 0) を満たすとする。この確率の漸近挙動をみるために、1 次元有界
区間上でのラプラスの方法を思い出してみる。

−∞ < a < b < ∞ とする。µε([a, b]) =

∫ b

a

gε(x)e−(1/ε)I(x)dx とおく。このと

き、次が成立する。

(1) lim
ε→0

ε log µε([a, b]) = ess. sup
[a,b]

(−I).

(2) (精密化)
I(x) は x0 ∈ (a, b) で唯一の最小値 I0 をとり、x0 の近傍で C2-級とし、
I ′′(x0) > 0 とする。また、gε(x) = g(x) とする。すると、

e(1/ε)I0µε([a, b]) =

∫ b

a

g(x)e−(1/ε)(I(x)−I(x0))dx

=

∫
{|x−x0|≤δ}

g(x)e−(1/ε)(I(x)−I(x0))dx +

∫
{|x−x0|>δ}

g(x)e−(1/ε)(I(x)−I(x0))dx

= I1 + I2,
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となり、

I1 =

∫ x0+δ

x0−δ

g(x)e−(1/2ε)I′′(x0)(x−x0)2dx + o(
√

ε)

= g(x0)
√

ε

√
2π

I ′′(x0)
+ o(

√
ε),

I2 = O(e−a/ε) (a > 0)

となるので、

Zε ∼ e−(1/ε)I0
√

εg(x0)

√
2π

I ′′(x0)

を得る。

例 1.1. (1 次元 Gauss 分布)
X を 1 次元標準正規分布に従う確率変数とし、その密度関数を γ(x) とす
る。

√
εX の分布を γε とすると

γε(dx) =
1√
2πε

e−x2/(2ε)dx

ゆえ、I(x) = (1/2)x2 として

lim
ε→0

ε log γε([a, b]) = − inf
[a,b]

I

が成立する。このとき、{γε, ε > 0} は rate function を I として、大偏差原
理を満たすという。

1.2 1 次元独立同分布の場合
次に、1 次元独立同分布に従う確率変数列の大数の法則に対する大偏差原理
を考える。µ を R 上の確率分布で次の Cramèrの条件を満たすものとする。

(1.1)

∫
R

eλxµ(dx) < ∞ (∀λ ∈ R)

∫
R xµ(dx) = p とし、µ の (1/N)

∑N
k=1 xk による像測度を µN とおく。する

と、µN → δ{p} (法則収束)。ここで µ のキュムラント母関数を

(1.2) Λµ(λ) = log

∫
R

eλxµ(dx)
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とおく。今 Cramèrの条件 (1.1)を仮定しているので、Λµ は滑らかになって、

µλ(dx) =

(∫
R

eλyµ(dy)

)−1

eλxµ(dx) とおくと、

Λ′
µ(λ) =

∫
R

xµλ(dx),(1.3)

Λ′′
µ(λ) =

∫
R
(x −

∫
R

yµλ(dy))2µλ(dx),

Λ′′′
µ (λ) =

∫
R
(x −

∫
R

yµλ(dy))3µλ(dx),

が成立し、特に Λµ は凸関数になっている。ここで、Λµ の Legendre 変
換を

(1.4) Λ∗
µ(x) = sup {λx − Λµ(λ); λ ∈ R}

と定める。すると、Λ∗
µ は凸関数で Λ∗

µ(p) = 0, Λ∗
µ(x) ≥ 0 を満たす。

命題 1.2. (上からの評価)
任意の [a, b] に対し

lim sup
n→∞

1

N
log µN([a, b]) ≤ − inf

[a,b]
Λ∗

µ.

証明 p < a の場合に示す。ΛN(λ) = ΛµN
(λ) とおく。すると Chebyshev の

不等式により、

µN([a,∞)) ≤ e−(λa−ΛN (λ)) = e−N((λ/N)a−Λµ(λ/N))

が任意の λ > 0 に対して成り立つ。p < a ならば、supλ>0(λa − Λµ(a)) =
supλ∈R(λa − Λµ(a)) ゆえ

lim inf
N→∞

1

N
log µN([a,∞)) ≤ −Λ∗

µ(a)

2

命題 1.3. (下からの評価)
任意の (a, b) に対し

lim inf
n→∞

1

N
log µN((a, b)) ≥ − inf

(a,b)
Λ∗

µ.
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証明 任意の x ∈ R に対して

lim inf
n→∞

1

N
log µN((x − δ, x + δ)) ≥ −Λ∗

µ(x)

を示す。λx ∈ R を Λ∗
µ(x) = λxx − Λµ(λx) なるものとする。ここで、新しい

確率測度 µλx(dy) を µλx(dy) =
eλxx

eΛµ(λx)
µ(dy) で与えると、

∫
R ydµλx(dy) = x

となる。

µN((x − δ, x + δ)) ≥ e−Nλx(x+δ)

∫
. . .

∫
{

PN
k=1 yk∈(N(x−δ),N(x+δ))}

eλx
PN

k=1 ykµ⊗N(dy1 . . . dyN)

= e−N(λx(x+δ)−Λµ(λx))(µλx)⊗N{| 1

N

N∑
k=1

yk − x| < δ}

ゆえ

lim inf
N→∞

1

N
log µN((x − δ, x + δ))

≥ −λx(x + δ) + Λµ(λx) + lim inf
n→∞

1

N
log(µλx)⊗N{| 1

N

N∑
k=1

yk − x| < δ}

≥ −Λ∗
µ(x) − δλx

2

注意 1.4. ここで述べた 1 次元の独立同分布の確率変数の和の大偏差原理
に関して、Cramèrの条件 (1.1) が部分的にしか成立しない場合には Petrov
[28], Nagaev [27] 等の結果がある。さらに、ここでの設定とは異なるが、tail
が多項式オーダーで減少する場合 (即ち、非常に大きな一つの値が和の大部
分をしめるような場合) に対しても、tail との関連で大偏差に関する結果が
知られている。([8] 参照)

2 大偏差原理の一般論

ここでは、大偏差原理の一般論を主にDeuschel-Stroock [3]とDembo-Zeitouni
[2] から抜粋する。詳しくはそれらの本をみてください。

2.1 大偏差原理の定義
ここでは後で Sanov の定理を扱うので、Deuschel-Stroock [3] に従った設定
にする。
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(i) X : 可測ノルム || · || を持つ局所凸線形位相空間

(ii) E ⊂ X は閉凸部分集合で、X の位相と同値な距離 ρ でポーランド空
間となり次を満たす。

· 任意の α ∈ [0, 1] に対し ρ(αp1 + (1 − α)p2, αq1 + (1 − α)q2, ) ≤
ρ(p1, p2) ∧ ρ(q1, q2)

· ρ(p, q) ≤ ||p − q||

例 2.1. Σ をポーランド空間とし、X = M(Σ) (Σ 上の符号付き有界測度に
弱位相を入れた空間)、E = M+

1 (Σ) (Σ 上の確率測度全体に弱位相を入れた
空間)、ρ = Prohorov の距離、|| · || = || · ||var.

この例では次が成立。

命題 2.2. X∗ = Cb(Σ)

証明 λ ∈ X∗ に対し、ϕλ(σ) = λ(δ{σ}) ととると ϕλ ∈ Cb(Σ) となる。 2

定義 2.3. I : E → [0,∞] が

(i) rate function とは I が下半連続なこと。

(ii) good rate function とは、rate function で任意の L > 0 に対し、
{p ∈ E : I(p) ≤ L} がコンパクトになること。

{Qε : ε > 0} ⊂ M+
1 (E) とする。

定義 2.4. (i) {Qε : ε > 0} が rate function I で大偏差原理 (large devi-
ation principle) を満たすとは、
(1) ∀G open ⊂ E : lim inf

ε→0
ε log Qε(G) ≥ − inf

G
I

(2) ∀F closed ⊂ E : lim sup
ε→0

ε log Qε(F ) ≤ − inf
F

I

が成り立つこと。

(ii) {Qε : ε > 0} が rate function I で弱い意味の大偏差原理 (weak large
deviation principle) を満たすとは、上の (1) と
(2)′ ∀K compact ⊂ E : lim sup

ε→0
ε log Qε(K) ≤ − inf

K
I

が成り立つこと。

まず次が成立する。

命題 2.5. {Qε : ε > 0} が l.d.p. を満たすとすると、rate function は一意的。
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例 2.6. B = C([0, 1]; R), B∗ = M[0, 1] とし、(W (t), t ∈ [0, 1]) をブラ
ウン運動、γ をその B 上の分布とする。ε > 0 に対し、

√
εW (·) の分布

を γε とおく。Cameron-Martin 空間を H = {h : [0, 1] → R : h(0) =

0, h は絶対連続,
∫ 1

0
|ḣ|2dt < ∞} 、その内積を (h1, h2)H =

∫ 1

0

ḣ1(t)ḣ2(t)dt

とする。さらに、ι∗ : B∗ → H を

ι∗(ν)(t) =

∫ t

0

(fν(1) − fν(s))ds, fν(t) =

∫
(0,t]

ν(ds) とおくと次が成立する。

∫
B

e
√
−1〈w,ν〉γ(dw) = e−(1/2)||ι∗(ν)||2H (∀ν ∈ B∗)

これより、シフトを (θw)(t) = w(t) + h(t) とおくと、γ ◦ θ−1 << γ ⇔ h ∈ H

で d(γ ◦ θ−1)/dγ = exp((h,w)̃H − (1/2)||h||2H) (Cameron-Martin) となり、
直感的に γ(dw) = exp(−(1/2)

∫ 1

0
|ḣ(t)|2dt)”dw” と思えるので、例 1.1 と同

様に考えると、次の結果が予想される。

(Schilder の定理)

(2.1) I(h) =


1

2

∫ 1

0

|ḣ(t)|2dt, h ∈ H

∞, その他

とおくと、{γε, ε > 0} は I を rate function として l.d.p. を満たす。

定義 2.7. {Qε : ε > 0} ⊂ M+
1 (E) が exponentially tight とは、任意の

L > 0 に対してコンパクト集合 KL ⊂ E があって

lim sup
ε→0

ε log Qε(K
c
L) ≤ −L

とできること。

命題 2.8. {Qε : ε > 0} は rate function I で weak l.d.p. を満たしていると
する。また、{Qε : ε > 0} は exponentially tight とする。このとき、

(i) I は good rate function であり、

(ii) {Qε : ε > 0} は good rate function I で l.d.p. を満たす。

証明 (i)
inf

Kc
L+1

I ≥ − lim sup
ε→0

ε log Qε(K
c
L+1) ≥ L + 1

6



従って、{q : I(q) ≤ L} ⊂ KL+1 かつ閉ゆえ {q : I(q) ≤ L} はコンパクト。
(ii) F をE の閉集合とする。Qε(F ) ≤ Qε(F ∩ KL) + Qε(K

c
L) ゆえ

lim sup
ε→0

ε log Qε(F ) ≤ −( inf
F∩KL

I ∧ L) ≤ −(inf
F

I ∧ L)

2

2.2 大偏差原理の遺伝

定理 2.9. (contraction principle)
(E′, ρ′) を距離空間とし、f : E → E′ を連続写像とする。

(i) I を E 上の good rate function とし、

I ′(p′) = inf{I(p) : f(p) = p′}
とおくと、I ′ は E′ 上の good rate function になる。

(ii) {Qε, ε > 0} ⊂ M+
1 (E) が good rate function I で l.d.p. を満たしてい

るならば、{Qε ◦ f−1, ε > 0} ⊂ E ′ は good rate function I ′ で l.d.p. を
満たす。

証明 (i) I goodゆえ I ′(p′) < ∞に対し、f(p) = p′, I ′(p′) = I(p)なる p ∈ E
がある。p′n → p′0とすると f(pn) = p′n, I ′(p′n) = I(pn)なる {pn} ⊂ E がとれ、
必要なら部分列をとって pn → p0 とできる。f(p0) = p′0 ゆえ I(p0) ≥ I ′(p′0)。
I 下半連続ゆえ lim inf I ′(p′n) ≥ I ′(p′0) となり、I ′ も下半連続となる。また、
{p′ : I ′(p′) ≤ L} = {f(p) : I(p) ≤ L} ゆえ {p′ : I ′(p′) ≤ L} はコンパクト。
(ii) A′ ⊂ E′ に対し、infp′∈A′ I ′(p′) = inff(p)∈A′ I(p) となり、また G′ が開な
らば f−1(G′) も開、F ′ が閉ならば f−1(F ′) も閉ゆえ l.d.p. が成立する。

例 2.10. 例 2.6 の応用として次の Ventcel-Freidlin の結果を述べる。
b : Rd → Rd を有界、Lipschitz 連続関数とし、連続写像 X : C([0, 1] : Rd) →
C([0, 1]; Rd) を

X(w, t) = w(t) +

∫ t

0

b(X(w, s))ds

で定め、Pε = γε ◦ X−1 とおく。即ち、Pε でみると、W (t) をブラウン運動
として、

X(t) =
√

εW (t) +

∫ t

0

b(X(s))ds

となる。
ここで

(2.2) Ib =


1

2

∫ 1

0

|ḣ(t) − b(h(t)|2dt h(t) が絶対連続で、ḣ ∈ L2[0, 1]

∞ それ以外

と定めると {Pε, ε > 0} は Ib を rate function として l.d.p. を満たす。
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定理 2.11. (inverse contraction principle)
(E′, ρ′) を距離空間とし、{Q′

ε, ε > 0} ⊂ M+
1 (E′) は exponetially tight とす

る。g : E ′ → E を連続な全単射とし、{Q′
ε ◦ g−1, ε > 0} ⊂ M+

1 (E) が rate
function I で weak l.d.p. を満たすとする。
このとき I ′(p′) = I(g(p′)) とおくと、{Q′

ε, ε > 0} は I ′ を good rate function
として l.d.p. を満たす。

証明 I ′ は下半連続ゆえ rate function. {Q′
ε} が exponentially tight なので、

rate function I ′ で weak l.d.p. を満たすことをいえばよい。
(上からの評価)
K ′ ⊂ E′ コンパクトとすると g(K ′) もコンパクト。

lim sup
ε→0

ε log Q′
ε(K

′) = lim sup
ε→0

ε log Q′
ε ◦ g−1(g(K ′))

≤ − inf
g(K′)

I = − inf
K′

I ′

(下からの評価)
p′ ∈ E ′ を I ′(p′) = a < ∞ なるものとする。{Q′

ε} は exponentially tight な
ので、∃K ′

a+1 ⊂ E ′ コンパクトで、

− inf
g(K′

a+1
c)

I ≤ lim inf
ε→0

ε log Q′
ε(K

′
a+1

c
) < −(a + 1)

成立。よって p′ ∈ K ′
a+1. G′ を p′ の近傍とする。g : K ′

a+1 → g(K ′
a+1) homeo

なので、G ⊂ g(G′ ∩K ′
a+1)∪ g(K ′

a+1)
c = g(G′ ∪K ′

a+1
c) となる g(p′) の E で

の近傍 G がとれる。{Q′
ε ◦ g−1} の下からの評価より、

lim inf
ε→0

ε log Q′
ε ◦ g−1(G) ≥ − inf

G
I = inf

g−1(G)
I ′ ≥ −I ′(p′).

また、

lim inf
ε→0

ε log Q′
ε ◦ g−1(G) ≤ lim inf

ε→0
ε log(Q′

ε(G
′) + Q′

ε(K
′
a+1

c
))

≤
(
lim inf

ε→0
ε log Q′

ε(G
′)
)
∨

(
lim sup

ε→0
ε log Q′

ε(K
′
a+1

c
)

)
よって、I ′(p′) ≤ lim infε→0 ε log Q′

ε(G
′). 2

系 2.12. E 上に 2 つの距離 ρ1, ρ2 があって ρ1 の方が ρ2 より強いとする。
{Qε, ε > 0} が M+

1 (E, ρ1) の exponentially tight な族とし、rate function I
で (E, ρ2) 上 weak l.d.p. を満たすとする。このとき、{Qε, ε > 0} は (E, ρ1)
上 good rate function I で、l.d.p. を満たす。

2.3 Varadhan の定理
Laplace の方法の無限次元版として次の Varadhan の定理がある。
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定理 2.13. (Varadhan)
{Qε, ε > 0} ⊂ M+

1 (E) が good rate function I で l.d.p. を満たしていると
し、Φ : E → R は有界連続関数とする。このとき、

lim
ε→0

ε log

∫
E

exp

(
1

ε
Φ(q)

)
Qε(dq) = sup

E
(Φ − I)

証明 (≤) 任意の p ∈ E, δ > 0 に対し、p の近傍 G で infG Φ ≥ Φ(p) − δ
なるものがとれる。

lim inf
ε→0

ε log

∫
E

exp

(
1

ε
Φ

)
dQε ≥ lim inf

ε→0
ε log

∫
G

exp

(
1

ε
Φ

)
dQε

≥ Φ(p) − δ + lim inf
ε→0

ε log Qε(G) ≥ Φ(p) − δ − I(p)

(≥) L > 0 に対し、KL = {q ∈ E : I(q) ≤ L} はコンパクト。p ∈ KL, δ > 0
に対し、p の近傍 Gp で infGp

I ≥ I(p) − δ, supGp
Φ ≤ Φ(p) + δ を満た

すものがとれる。KL はコンパクトなので、有限個の p1, p2, . . . .pn ∈ KL で
KL ⊂ ∪n

i=1Gpi
とできる。よって∫

E

e(1/ε)ΦdQε ≤
n∑

i=1

∫
Gpi

e(1/ε)ΦdQε +

∫
(∪n

i=1Gpi )
c

e(1/ε)ΦdQε

≤
n∑

i=1

e(1/ε)(Φ(pi)+δ)Qε(Gpi
) + e(1/ε)||Φ||∞Qε ((∪n

i=1Gpi
)c)

ゆえ

lim sup
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)ΦdQε

≤ max {Φ(pi) − I(pi) + 2δ, ||Φ||∞ − L : 1 ≤ i ≤ n}
≤ sup

E
(Φ − I) (as L → ∞).

2

注意 2.14. Varadhan の定理は、より詳しくは以下の形で成立。

(i) (下からの評価)
{Qε, ε > 0} が rate function I で l.d.p. の下からの評価を満たすとし、
Φ は下半連続とする。すると次が成立。

(2.3) lim inf
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)ΦdQε ≥ sup
E

(Φ − I)
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(ii) (上からの評価)
{Qε, ε > 0} が good rate function I で l.d.p. の上からの評価を満たす
とし、Φ は上半連続で

(2.4) lim
L→∞

lim sup
ε→0

ε log

∫
{Φ≥L}

e(1/ε)ΦdQε = −∞

を満たすとする。このとき

(2.5) lim sup
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)ΦdQε ≤ sup
E

(Φ − I)

が成り立つ。
また、(2.4) が成り立つためには次が成立すれば十分。ある α > 1 が
あって

(2.6) sup
0<ε≤1

(∫
E

e(α/ε)ΦdQε

)ε

< ∞.

2.4 大偏差原理の成立
ここでは 大偏差原理 の下からの評価と、弱い意味の大偏差原理成立のため
の条件を与える。

定理 2.15. Br(p) を p ∈ E を中心、半径 r > 0 の E の球とし、その全体を
B = {Br(p) : p ∈ E, r > 0}とする。さらに、L(B) = − lim infε→0 ε log Qε(B),
I(p) = supB∈B,B3p L(B) とおく。このとき次が成立する。

(i) I は rate function で、{Qε : ε > 0} は rate funcion を I として l.d.p.
の下からの評価を満たす。

(ii) さらに

(2.7) I(p) = sup
B∈B,B3p

(
− lim sup

ε→0
ε log Qε(B)

)
が成り立つとすると {Qε : ε > 0} は rate function I で weak l.d.p. を
満たす。

証明 (i) I(p) > a とする。すると L(B) > a, p ∈ B なる B ∈ B があ
り、q ∈ B ならば I(q) ≥ L(B) > a より、B ⊂ {p; I(p) > a}. よって
{p; I(p) > a} は開集合となり、I は下半連続。ここで G ⊂ E を開集合とし、
p ∈ G とする。すると B ⊂ G,B 3 p なる B ∈ B があるので、

lim inf
ε→0

ε log Qε(G) ≥ lim inf
ε→0

ε log Qε(B) ≥ −L(B) ≥ −I(p)
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(ii) K ⊂ E をコンパクト、δ > 0 とし、Iδ = (I(p) − δ) ∧
(

1
δ

)
とおく。(2.7)

より、任意の q ∈ K に対し q ∈ Bq,− lim supε→0 ε log Qε(Bq) ≥ Iδ(q) なる
Bq ∈ B が存在する。K ⊂ ∪n

i=1Bqi
となる q1, q2, . . . , qn ∈ K がとれるので、

lim sup
ε→0

ε log Qε(K) ≤ max
1≤i≤n

{
lim sup

ε→0
ε log Qε(Bqi

)

}
≤ − min

1≤i≤n
Iδ(qi) ≤ − inf

K
Iδ

δ → 0 として上からの評価が示された。 2

系 2.16. 任意の B ∈ B に対して limε→0 ε log Qε(B) が存在するならば、定
理 2.15 の (ii) が成立する。

2.5 Legendre 変換
ここでは Legendre 変換を用いて、rate function が凸関数のときに、その形
と大偏差原理の上からの評価を与える。
一般に Legendre 変換に対し次の双対性が成立する。

定理 2.17. f : X → (−∞, +∞]は下半連続で凸とする。g : X∗ → (−∞, +∞]
を次で定義する。

g(λ) = sup{〈λ, x〉 − f(x) : x ∈ X}

すると次が成立する。

f(x) = sup{〈λ, x〉 − g(λ) : λ ∈ X∗}

大偏差原理が成り立っていると次が成立する。

定理 2.18. {Qε : ε > 0} ⊂ M+
1 (E) が凸の good rate function I で l.d.p. を

満たしており、

(2.8) sup
ε∈(0,1]

(∫
E

e(1/ε)〈λ,x〉Qε(dx)

)ε

< ∞

を満たすとする。このとき次が成立する。

(i) λ ∈ X∗ に対し、次の極限が存在する。

Λ(λ) = lim
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)〈λ,x〉Qε(dx)

(ii) また λ ∈ X∗ に対し、

Λ(λ) = sup{〈λ, q〉 − I(q) : q ∈ E}
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(iii) さらに
I(q) = Λ∗(q) = sup{〈λ, q〉 − Λ(λ) : λ ∈ X∗}

証明 (2.8) より Varadhan の定理 (注意 2.14 (ii)) が使えて

lim
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)〈λ,x〉Qε(dx) = sup
E

(〈λ, q〉 − I(q))

これと定理 2.17 より結果を得る。 2

逆に、Legendre 変換より、上からの評価が次のように得られる。

定理 2.19. {Qε : ε > 0} ⊂ M+
1 (E) が、任意の λ ∈ X∗ に対し極限

Λ(λ) = lim
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)〈λ,x〉Qε(dx)

を持つとする。すると、
(i) Λ は凸となり、

(2.9) Λ∗(q) = sup{〈λ, q〉 − Λ(λ) : λ ∈ X∗}

とおくと
(ii) Λ∗ は非負値、下半連続、凸で
(iii) 任意のコンパクト集合 K に対し

lim sup
ε→0

ε log Qε(K) ≤ − inf
K

Λ∗

が成立する。

証明 (i) は Hölder の不等式より、また (ii) は x 7→ 〈λ, x〉 − Λ(λ) の上限ゆ
え下半連続、凸となる。
(iii) p ∈ E, δ > 0 に対し、〈λ, p〉 −Λ(λ) ≥ (1/δ)∧ (Λ∗(p)− δ/2) となる Λ を
とる。この λ に対し 〈λ, p− q〉 ≤ δ/2 (∀q ∈ Br(p)) となる r > 0 をとる。す
ると Chebyshev の不等式より

ε log Qε(B̄r(p)) ≤ −〈λ, p〉 +
δ

2
+ ε log

∫
E

e(1/ε)〈λ,q〉Qε(dq)

≤ −〈λ, p〉 + Λ(λ) + δ ≤ (Λ∗(p) +
3

2
δ) ∧ (

1

δ
+ δ)

K をコンパクト集合とすると、 K ⊂ ∪n
i=1Bri

(pi) となる p1, . . . , pn ∈ K,
r1, . . . , rn > 0 がある。よって

lim sup
ε→0

ε log Qε(K) ≤ lim sup
ε→0

ε log
n∑

i=1

Qε(Bri
(pi))

≤ max
1≤i≤n

{−(Λ∗(pi) +
3

2
δ),−1

δ
} ≤ − inf

K
Λ∗

2

12



系 2.20. {Qε : ε > 0} ⊂ M+
1 (E) が exponentially tight で、任意の λ ∈ X∗

に対し

Λ(λ) = lim
ε→0

ε log

∫
E

e(1/ε)〈λ,x〉Qε(dx)

が存在するならば、(2.9) で与えた Λ∗ は {Qε : ε > 0} の l.d.p. の上からの
評価を与える。

3 Sanov の定理

ここでは大偏差原理の例として Sanovの定理について Deuschel-Stroock [3]、
Dembo-Zeitouni [2] に従って述べる。
例 2.1 の設定で扱う。すなわち、Σ をポーランド空間、E = M+

1 (Σ), X =
M(Σ), ||α|| = ||α||var, (α ∈ X) とする。{X1, X2, . . . } を Σ-値の独立同分布
の確率変数列とし、その共通の分布を µ ∈ M+

1 (Σ)とする。また LN : Σ⊗N →
M+

1 (Σ) を

(3.1) LN(xN) =
1

N

N∑
k=1

δ{xi}

で定め、QN = µ⊗N ◦L−1
N ∈ M+

1 (M+
1 (Σ)) とおく。すると、大数の法則より

QN → δ{µ} (法則収束)

が成り立つ。
weak upper bound
ここでも、V ∈ Cb(Σ) に対してキュムラント母関数を考える。∫

Σ⊗N exp(N〈LN , V 〉)dµ⊗N = (
∫
Σ

eV dµ)N = eNΛµ(V ) ゆえ

1

N
log

∫
Σ⊗N

exp(N〈LN , V 〉)dµ⊗N = Λµ(V ),

Λ∗
µ(ν) = sup{

∫
Σ

V dν − Λµ(V ) : V ∈ Cb(Σ)}.

とおけば、定理 2.19より rate function Λ∗
µ は {QN , N ≥ 1}の l.d.p. の weak

upper bound を与える。

例 3.1. 有限点上の分布 Σ = {σ1, . . . , σn}, µ({σk}) = µk の場合は

Λ(λ) = log
n∑

k=1

eλkµk, Λ∗(q) = sup
(λk)

(
n∑

k=1

λkqk − Λ(λ)

)
ゆえ、λk で微分して

Λ∗(q) =
∑n

k=1 fk log fkµk (ただし qk = fkµk) を得る。
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ここで、相対エントロピー H を次で与える。

(3.2) H(ν|µ) =


∫

Σ

f(σ) log f(σ)dµ(σ) ν << µ, f =
dν

dµ
,

log f ∈ L1(Σ, dν)

∞ それ以外

命題 3.2. Λ∗(ν) = H(ν|µ)

証明 初めに x log x が凸関数であること、及び log x が単調増加の凹関数
であることより、νθ = θµ + (1− θ)ν とおくと、limθ→0 H(νθ|µ) = H(ν|µ) が
成立することに注意する。
まず ν が µ に関して絶対連続なら Λ∗

µ(ν) ≤ H(ν|µ) を示す。上にのべたこと
により、f ≥ θ (> 0) としてよい。V ∈ Cb(Σ) に対して Jensen の不等式より

e
R

Σ V dν−H(ν|µ) ≤
∫

Σ

eV −log fdν =

∫
Σ

eV dµ

より

(3.3)

∫
Σ

V dν − log

∫
Σ

eV dµ ≤ H(ν|µ) (∀V ∈ Cb(Σ)).

次に、Λ∗
µ(ν) < ∞ ならば ν は µ に絶対連続になることを示す。Λ∗

µ(ν) < ∞
とする。すると、有界連続関数で近似することで、E 上の任意の有界可測関
数 ϕ に対し

(3.4)

∫
E

ϕdν − log

∫
E

eϕdµ ≤ Λ∗
µ(ν)

が成り立つ。µ(A) = 0 とする。ϕ(σ) = a1A(σ) (a > 0) とおくと (3.4) より
aν(A) ≤ Λ∗

µ(ν) (∀a > 0) となり、ν << µ を得る。
最後に H(ν|µ) ≤ Λ∗

µ(ν) を示す。Λ∗
µ(ν) < ∞ としてよい。上に示したように

ν << µ ゆえ、dν/dµ = f とおく。f ≥ θ (θ > 0) としてよい。f が有界なら
ば、(3.4) に ϕ = log f を代入して、H(ν|µ) ≤ Λ∗

µ(ν) を得る。f が有界でな
いときには、fn = f ∧ n とおいて Fatou を用いると結果を得る。 2

exponential tightness
一般につぎの命題が成立する。

命題 3.3. {Rε, ε ∈ (0, 1)} ⊂ M+
1 (E) とする。ある M ≥ 1, β ≥ 1 があって、

任意の有界可測関数 V : Σ → R に対し次が成立しているとする。

(3.5) sup
0<ε<1

{∫
E

exp

(
1

ε

∫
Σ

V (σ)ν(dσ)

)
Rε(dν)

}ε

≤ M

∫
Σ

eβV dµ

このとき、次が成立する。
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(i) Σ上の有界可測関数 Vm, m = 1, 2, . . . が一様有界で、Vm(σ) → 0, µ-a.e.
とする。このとき、部分列 (Vm(`)) がとれて、任意の ε ∈ (0, 1), L > 1
に対して、

Rε

{
ν ∈ M+

1 (Σ) : sup
`≥L

`

∫
Σ

Vm(`)dν ≥ 1

}
≤ e(1/ε)L

(ii) 特に、任意の L に対し、コンパクト集合 CL ⊂ E がとれて
Rε(CL) ≤ e−L/ε.

証明 (i) 任意の可測な V : Σ → R と δ > 0 に対して、Chebyshev の不等
式と (3.5) より(

Rε

{
ν ∈ M+

1 (Σ) :

∫
Σ

V dν ≥ δ

})ε

≤ e−Tδ

(∫
E

e(T/ε)
R

Σ V dνRε(dν)

)ε

≤ e−TδM

∫
Σ

eβTV dµ

なので、` ∈ Z+ に対して δ = 1/`, T = `(` + 1 + log(2M)) ととり、m(`) を∫
Σ

eβTVm(`)dµ ≤ 2 ととると

Rε

{
ν ∈ E : `

∫
Σ

Vm(`)dν ≥ 1

}
≤

(
Me−(`2+`+` log(2M))/`

∫
Σ

eβTVm(`)dµ

)(1/ε)

≤ e−(`+1)/ε

(ii) Km,m = 1, 2, . . . を Σ のコンパクト集合で、µ(Kc
m) → 0 なるものとす

る。Vm = 1Kc
m
ととると、(i) より部分列 Km(`), ` = 1, 2, . . . がとれて

Rε

{
ν ∈ E : ν(Kc

m(`)) ≥ 1
}
≤ e−(`+1)/ε

となるので、CL = ∩`≥L{ν ∈ E : ν(Km(`)) ≥ 1 − 1/`}) とおくと

Rε(C
c
L) = Rε

(
∪`≥L{ν ∈ E : ν(Kc

m(`)) > 1/`}
)

≤
∑
`≥L

e−(`+1)/ε ≤ e−L/ε.

また、CL のコンパクト性は、{ν ∈ E : ν(Km(`)) ≥ 1 − 1/`} は M+
1 (Σ) の

tight family で閉ゆえコンパクト。よって CL もM+
1 (Σ) のコンパクト集合

となる。 2

系 3.4. {QN , N ≥ 1} は exponentially tight family.
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証明 R1/N = QN とおくと、∫
M+

1 (Σ)

eN
R

Σ V dνQN(dν) =

(∫
Σ

eV (σ)µ(dσ)

)N

ゆえ、(3.5) を満たす。 2

lower bound
ここでは、2章の一般論を用いて、大偏差原理の成立をみる。
C0 = {A ⊂ M+

1 (Σ) : A は凸で開, A 6= ∅} とおく。

補題 3.5. (i) 任意の凸集合 A ⊂ E に対し、N 7→ QN(A) は優乗法的 i.e.
QM+N(A) ≥ QM(A)QN(A)。
(ii) A ∈ C0 ならば、全ての N に対して QN(A) = 0 であるか、またはある
N0 があって、QN(A) > 0 (∀N ≥ N0) が成り立つ。

証明 (i)

LM+1
M+N =

M+N∑
`=M+1

δ{x`}

とおく。A は凸ゆえ LM ∈ A, LM+1
M+N ∈ A ならば

LM+N =
M

M + N
LM +

N

M + N
LM+1

M+N ∈ A

なので

µ⊗M{LM ∈ A}µ⊗N{LN ∈ A} = µ⊗(M+N){LM ∈ A,LM+1
M+N ∈ A}

≤ µ⊗(M+N){LM+N ∈ A}.

(ii) QM(A) > 0とする。すると QM(K) > 0となるコンパクト凸集合 K ⊂ A
が存在する。0 < 2δ < ρ(K,Ac) と δ をとる。任意の N に対し N = Ms +
r, 0 ≤ r ≤ M − 1 とする。

QN(A) = µ⊗N{LN ∈ A} ≥ µ⊗N{LMs ∈ K, ||LMs − LN || < δ}

≥ µ⊗Ms{LMs ∈ K,
r

N
||LMs|| <

δ

2
}µ⊗r{ r

N
||Lr|| <

δ

2
}

= µ⊗Ms{LMs ∈ K} (N > 2M/δ ととる)

≥ (µ⊗M{LM ∈ K})s > 0

2

ここでつぎの補題に注意する。
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補題 3.6. f : Z+ → R が劣加法的である (i.e. f(m + n) ≤ f(m) + f(n)) な
らば、

lim
n→∞

f(n)

n
が存在して、 inf

n→∞

f(n)

n
に等しい。

命題 3.7. I(ν) = lim
r→0

L(Br(ν)) (= sup{L(A) : ν ∈ A ∈ C0}) とおくと、I は

凸の rate function で　 {QN , N ≥ 1} は I を rate function として weak l.d.p.
を満たす。

証明 補題 3.5、補題 3.6 と系 2.16 より、I は {QN , N ≥ 1} の weak l.d.p.
を与える rate function になる。よって、I の凸性を示せばよい。ν1, ν2 ∈ E

をとり、ν =
1

2
ν1 +

1

2
ν2 とおく。ν ∈ A ∈ C0 ととし、ν1 ∈ A1, ν2 ∈ A2,

A ⊃ 1

2
A1 +

1

2
A2 となる A1, A2 ∈ C0 をとる。すると

L(A) = − lim
N→∞

1

2N
log Q2N(A)

≤ − lim
n→∞

1

2N
log µ⊗2N{LN ∈ A1, L

N+1
2N ∈ A2}

= − lim
N→∞

1

2

(
1

N
log QN(A1) +

1

N
log QN(A2)

)
≤ 1

2
I(ν1) +

1

2
I(ν2)

となり、凸性が示された。 2

定理 3.8. (Sanov)
Σ をポーランド空間、µ をその上の確率測度とし、H(·|µ) を (3.2) で定ま
る µ に対する相対エントロピーとする。QN = µ⊗N ◦ (LN)−1 とおくと、
{QN , N ≥ 1} は H(·|µ) を凸の good rate function として大偏差原理を満
たす。

証明 系 3.4と命題 3.7より、命題 3.7で与えた I は凸の good rate function
となる。よって、定理 2.17 と定理 2.18 より I(ν) = Λ∗(ν) で、命題 3.2 よ
り定理が示される。 2

注意 3.9. Sanov の結果を Markov 過程に拡張した大偏差原理は Donsker-
Varadhanによって与えられている。また、これをさらに拡張した hypermixing
過程に対する大偏差原理が Chiyonobu-Kusuoka [16] で与えられている。
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4 Sanov の定理による Laplace の方法の精密化

ここでは Sanov の定理に関する Laplace の方法 (Varadhan の定理) の精密
化について述べる。

4.1 設定と結果
この章でも 3章と同じ設定で考える。ただし、Σ はコンパクト距離空間とす
る。Sanov の定理 3.8 が成立しているとき、Varadhan の定理によって次の
Laplace の方法の第一近似が与えられる。

定理 4.1. (Varadhan)
F : M+

1 (Σ) → R を有界連続関数とする。このとき次が成立する。

(4.1)
1

N
log

∫
Σ⊗N

eNF (LN )dµ⊗N = − inf{H(ν|µ) − F (ν) : ν ∈ M+
1 (Σ)}

そこでここではその精密化として次のオーダーである定数項の係数を求
めることを目的とする。(4.1) の右辺の値を −bF とおき、

KF = {ν ∈ M+
1 (Σ) : H(ν|µ) − F (ν) = bF} (KF 6= ∅ とする)

とおく。H(·|µ) が good rate function ゆえ、 KF はコンパクト集合となる。
以下 H(·|µ) を I(·) で表す。1章でも見たように、精密化を行うには、滑ら
かさが必要になるので、M+

1 (Σ) を適当な Banach 空間に埋め込む必要があ
る。ここでは、以下のような Hilbert 空間を考える、
{ψn} を L2(dµ) の完備直交基底、a = (an) を実数列で次を満たすものとす
る。

(4.2) (i) an > 0, (ii) lim
n→∞

an = 0, (iii)
∞∑

n=1

an||ψn||2∞ = 1.

ν, λ ∈ M(Σ) に対して

(4.3) 〈ν, λ〉a =
∞∑

n=1

an

(∫
Σ

ψndν

)(∫
Σ

ψndλ

)

と定め、Ha = M(Σ)
||·||a
とおく。すると、M+

1 (Σ) ⊂ Ha はコンパクト部分
集合となり、連続な F : M+

1 (Σ) → R は F̃ : Ha → R に拡張できる。
次の条件を考える。

Ass. 1 F : Ha → R は 2 階 Fréchet 可微分とする。

Ass. 2 任意の κ ∈ KF で ”D2(I − F )(κ) > 0”.
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この仮定のもとで、次の定理が成り立つ。

定理 4.2. Ass.1, Ass.2 を仮定する。すると次が成立する。

(i) ]KF > ∞ となる。これを、KF = {κ1, . . . , κn} とおく。

(ii) Eµ⊗N [
eNF (LN )

]
= e−NbF

(
n∑

i=1

ai + o(1)

)
ここで、ai =

(
det(I − D2F (κi) ◦ Sκi

)
)−1/2

,
ただし、Sκi

は後の (4.6) で定義される作用素。

注意 4.3. あとで見るように、作用素 Sκi
は核型なので、det は定義できる。

(Σ⊗∞,B(Σ)⊗∞) 上の確率測度 QN を

(4.4) QN(A) =
Eµ⊗∞

[eNF (LN )1A]

Eµ⊗N [eNF (LN )]

で定義すると、その収束先は、上の定理 4.2 より次のように定まる。

系 4.4.

lim
N→∞

QN =
n∑

i=1

piκ
⊗∞
i , pi =

ai∑n
j=1 aj

ここで、ai は定理 4.2 で与えたもの。

Ass. 2 の正確な意味と、定理 4.2 に出てきた作用素 Sκ について、以下
で説明する。
X,X1, X2, . . . を分布 µ を持つ独立同分布の確率変数とする。ϕ ∈ Cb(Σ) を∫
Σ

ϕdµ = 0 を満たすものとする。キュムラント母関数は

ΛN(ε) =
1

N
log E[eε

PN
i=1 ϕ(Xi)] = log E[eεϕ(X)]

となるので、ε で微分して、

Λ′
N(ε) =

E[ϕ(X)eεϕ(X)]

E[eεϕ(X)]
= Eε[ϕ(X)]

ただし、 µε(dx) =
eεϕ(x)∫

Σ
eεϕ(y)µ(dy)µ(dx)

を得る。同様に、

Λ′′
N(ε) = Eε[(ϕ(X) − Eε[ϕ(X)])2] = Varε[ϕ(X)]

Λ′′′
N(ε) = Eε[(ϕ(X) − Eε[ϕ(X)])3]

を得る。これより、次が得られる。
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補題 4.5.∣∣∣∣ 1

N
log E

[
eε

PN
n=1 ϕ(Xn)

]
− ε2

2

∫
Σ

ϕ(x)2µ(dx)

∣∣∣∣ ≤ ||ϕ||3∞ε3

補題 4.6.
∫

Σ
ϕdµ = 0,

∫
Σ

r3dµ = 0, r3(ε) = o(ε)||ϕ||3∞ なる ϕ, r3 に対して
dµε = (1 + εϕ + r3(ε))dµ とおく。このとき

I(µε) = H(µε|µ) =
ε2

2

∫
Σ

ϕ2dµ + o(ε2)

同様にして

補題 4.7. ν << µ に対し dν/dµ = f (> 0) とし、dνε = f(1 + εϕ + r3)dµ
とする。ただし、

∫
Σ

ϕdν = 0,
∫

Σ
r3dν = 0, r3 = o(ε)||ϕ||3∞ を満たすものとす

る。すると、

I(νε) = I(ν) +

∫
Σ

(εϕ + r3) log fdµ +
ε2

2

∫
Σ

ϕ2fdµ + o(ε2)

次に、作用素 Sκ について述べる。一般に ϕ ∈ Cb(Σ)に対して ν 7→
∫
Σ

ϕdν
を Ha でみると連続になるとは限らぬが、(4.2) に出てきた ψn に対しては

ψ̂n =
1

an

ψndµ

とおくと、ψ̂n ∈ Ha で、〈ψ̂n, ν〉a =
∫
Σ

ψndν が成立する。C0(Σ) = {ψn の有限
線形和 } とおくと、任意の ϕ ∈ C0(Σ) に対して ϕ̂ ∈ Ha が存在して、全て
の ν ∈ M+

1 (Σ) に対して 〈ϕ̂, ν〉a =
∫

ϕdν が成立する。またさらに、

(4.5) `n =
1

√
an

ψndµ

とおくと、{`n} は Ha の正規直交基底となる。
ν ∈ M+

1 (Σ) に対して Sν : Ha → Ha を

(4.6) Sν`n =
∞∑

m=1

(
√

aman
1

2

∫
Σ

ψmψndnu

)
`m

で定義する。すると

補題 4.8. Sν : Ha → Ha は核型作用素になる。

I − F が KF で最小をとることより、次を得る。
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命題 4.9. (i) κ ∈ KF ならば、κ は µ に関して絶対連続で、dν/dµ = f と
おくと、適当な定数 C をとって

f(x) = CeF1(κ)(x), ただし、F1(κ)(x) = DF (κ)[δ{x}]

(ii) κ ∈ KF ならば、
∫

Σ
ϕdκ = 0 となる任意の ϕ ∈ Cb(Σ) に対して∫

Σ

ϕ2dκ ≥ D2F (κ)[fϕ, fϕ]

ここで Ass. 2 を正確に述べなおすと次のようになる。
Ass. 2′ ∫

Σ
ϕdκ = 0 を満たす恒等的に 0 でない任意の ϕ ∈ Cb(Σ) に対して∫

Σ

ϕ2dκ > D2F (κ)[fϕ, fϕ]

が成り立つ。

4.2 局所的な中心極限定理と定理の証明の概略
次に、κ ∈ KF の近くでの、局所的な中心極限定理を述べる。Sκ が核型作用
素だったので、Ha 上の中心化された Gauss 測度 γ で、分散が Sκ であるも
の i.e. ∫

Σ

〈h, ξ〉a〈k, ξ〉aγ(dξ) = 〈h, Sκk〉a

を満たすものが、存在する。また、補題 4.5 で ε = N−1/2 ととることで、次
の命題を得る。

命題 4.10. Ha 上で √
NLN → γ (in law)

最後に、定理 4.2 の証明の概要を述べる。
(i) H(·|µ) が good rate function であるから KF はコンパクトとなり、Ass.
2 より ]K < ∞ となる。
(ii) ]KF = 1, KF = {κ} とする。命題 4.9 (i) より、

H(κ|µ) =

∫
Σ

F1dκ − log

∫
Σ

eF1dµ

となり、一方任意の有界可測な Φ に対し、測度を µ から κ に変換すると、

Eµ⊗N

[Φ(LN)] = Eκ⊗N
[
Φ(LN)e−N(

R

F1dLN−log
R

eF1dµ)
]
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となるので

eNbF Eµ⊗N

[eNF (LN )]

= Eµ⊗N

[eN(F (LN )−F (κ)+H(κ|µ))]

= Eκ⊗N

[eN(F (LN )−F (κ)+
R

F1d(LN−κ))]

= Eκ⊗N

[eN(F (LN )−F (κ)−DF (κ)[LN−κ])]

= Eκ⊗N
[
e(1/2)(D2F (κ)[

√
N(LN−κ),

√
N(LN−κ)]+O(N−1/2(

√
N ||LN−κ||∞)3)

]
= I1 + I2

ここで、I1 = Eκ⊗N
[e , ||LN − κ||a < c], I2 = Eκ⊗N

[e , ||LN − κ||a ≥ c].
すると、大偏差原理が成立することより、I2 → 0 (∀c > 0) また、十分小の
c > 0 に対し、Ass. 2 より e(1/2)D2F (κ)[

√
N(LN−κ),

√
N(LN−κ)] が一様可積分と

なって

I1 →
∫

Ha

e(1/2)F2(ξ,η)γ(dξ)γ(dη) = (det(I − D2F (κ) ◦ Sκ))
−1/2

となり、定理 4.2 は証明される。

注意 4.11. (i) ここでは I − F のヘシアンが非退化との条件のもとで精
密化を述べたが、退化した場合も許す一般的枠組みも与えられている。
([14], [23], [25] 等参照 )

(ii) 一般の Banach 空間に値をとる独立確率変数の和に対する大偏差原理
については、ここで述べた結果に対応するものとして、中心極限定理
が成り立つという仮定の下での Bolthausen の結果 [13] 等があるが、こ
の条件を弱め、中心極限定理が成立しない場合の大偏差原理に関して
は、Kusuoka-Liang [19] を初め Liang による結果 [25], [26] 等がある。

(iii) また、この章で扱ったのは、ポテンシャルのオーダーと、rate function
のオーダーが一致している場合であったが、これらのオーダーが異なっ
ている場合については、千代延による結果 [17] がある。

5 Donsker-Varadhan 理論

ここでいう「Donsker-Varadhan理論」とは「DonskerとVaradhanによるマル
コフ過程の経験分布に対する大偏差原理についての1970年代の中頃から80年
代にかけての一連の共同研究の成果として確立した理論」という意味である．
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独立同分布な確率変数列 (i.i.d.)X1, X2, · · · のそれぞれの分布がE[eξX1 ] < ∞,
∀ξ ∈ Rであるとき、その経験分布

Ln =
1

n

∞∑
n=1

δXi

に対して、大偏差原理が成立する事を見た (Sanovの定理)．では、確率変数
列の独立性の仮定を落とした場合になお大偏差原理が成立するだろうか．こ
れは確率論の問題として自然で重要である．

M. D. Donskerと S. R. S. Varadhanはマルコフ過程の経験分布 (離散マ
ルコフ過程X1, X2, · · · の Ln、連続マルコフ過程Xt, t ≥ 0の

Lt =
1

t

∫ t

0

δXsds

に対する大偏差原理が成立するための十分条件を提示し、そのクラスのマル
コフ過程の経験分布に対して大偏差原理を証明した．しかし、彼らの理論の
重要性は単に i.i.d.ではない確率変数列に対する経験分布の大偏差原理を証
明したという事だけにあるのではない．彼らの仕事の最も重要な点は、スペ
クトル理論やポテンシャル論などの解析学の諸問題、あるいはランダム系や
ポラロンなどの数理物理学のいくつかの問題においてマルコフ過程の大偏差
原理を示す事が本質的である事を見抜き、現実に大偏差原理を用いてこれら
の問題を解決したことにある．言い換えると、これらの諸問題をある (非常
に大きい)空間上の積分のラプラス型の漸近挙動の問題であると捉える事に
より、

1. 大偏差原理を示す．とくに、レート関数を表示する式を得る．

2. しかる後にVaradhanの積分公式を適用する．

といったモデルによらない普遍的な方法論を確立した点に意義があるので
ある．

Donsker-Varadhanの一連の論文においてしめされた考え方や方法論は、
さまざまな一般化 (より広いクラスの確率過程や確率場に対して大偏差原理
を証明する事)、および数多くの応用 (数学や数理物理学のさまざまな問題に
大偏差原理を適用する事)を生みながら発展を続けている事は言うまでもな
い．しかし、それらの成果を現時点での知見から見直してその全体像を提示
するといったことは著者の見識・能力をはるかに超えた作業である．むしろ、
この講義では、彼らの一連の論文のなかでも最も古い論文 [33]および [34]に
焦点をしぼり、その内容を紹介したい．最もシンプルなモデルが扱われてい
るため彼らのアイデアを学びやすいと思うからである．特にこれからこの理
論を学びたい人は是非 [33]を見ていただきたい．なお、本年度Varadhan氏
がAbel Prizeを受賞されたことから、舟木先生が彼の仕事を紹介した一文を
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「数学セミナー」(2007, 8月号)に草されているいるのでそれも紹介しておき
たい．
まず最初に背景を述べよう．V を lim

y→±∞
V (y) = ∞であるようなR上の

連続関数とする．このような V に対して固有値問題

1

2
ψ′′(y) − V (y)ψ(y) = −λψ(y)

のスペクトルは離散スペクトル (固有値){λ1 < λ2 ≤ · · · }のみからなる．(任意
の関数解析の教科書を見よ．)対応する正規化された固有関数列を{ψ1, ψ2, · · · }
としよう．このとき、放物型方程式

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
− V (x)u

の基本解 u(t, x, y)に対し

u(t, x, y) =
∞∑

k=1

e−λktψk(x)ψk(y)

が成立するが、この基本解はまた Feynmann-Kacの公式により (形式的に)

u(t, x, y) = Ex

[
exp(−

∫ t

0

V (ws)ds)δ(wt − y)
]

とも表現することができる．これらの両辺の yについて積分のとると、

Ex

[
exp(−

∫ t

0

V (ws)ds)
]

=
∞∑

k=1

e−λktψk(x)

である．これより、M. Kacが示した等式

lim
t→∞

1

t
log Ex

[
exp(−

∫ t

0

V (ws)ds)
]

= −λ1

が得られる．つまり、微分作用素の最小固有値がWiener汎関数の積分によっ
て表現されたことになる．一方、λ1は良く知られているように

λ1 = inf
{1

2

∫
R

ψ′(y)2dy +

∫
R

V (y)ψ2(y)dy;

∫
R

ψ2(y)dy = 1
}

とも表現される．よってこの２つの式をあわせると次の定理が得られる；
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定理 5.1.

lim
t→∞

1

t
log Ex

[
exp(−

∫ t

0

V (ws)ds)
]

= − inf
{1

2

∫
R

ψ′(y)2dy +

∫
R

V (y)ψ2(y)dy; ψ ∈ L2(R),

∫
R

ψ2(y)dy = 1
}
.

この公式の両辺はそれぞれがλ1に等しいという関係から示されたが、直接
右辺のWiener汎関数の積分の漸近挙動を計算することにより「右辺＝左辺」
を証明できないだろうか．もしそれができるような一般論が構築できれば、
最小固有値という方程式論的な量が対応しないような、より複雑なWiener
汎関数の積分の漸近評価も可能になるはずである．M. Kacの研究以来長ら
く意識されていたこの問に答えたのがDonskerとVaradhanである．彼らが
この問にどのように答えをあたえたか、以下見ていこう．

M1(R)を R上の確率測度の空間とする．これは R上の分布関数の空間
F と同一視できる．絶対連続な測度の空間をFacと書く．µ(dx) = dF (x) =
f(x)dxであるとき、µ, F および f を同一視する．以後 Φ : M1(R) → Rは
以下をみたすものとする．

Ass. 1 0 ≤ Φ(µ) ≤ ∞.

Ass. 2 ΦはM1(R)上下半連続．

Ass. 3 任意のK > 0に対して {µ; Φ(µ) ≤ K}はM1(R)のコンパクト集合で
ある．

Ass. 4 µn → µ in law かつすべての n に対して supp(µn) ∈ [a, b] ならば
Φ(µn) → Φ(µ).

定理 5.2. Ass.1-4 を満たすΦに対して

lim
t→∞

1

t
log Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
= − inf

f∈Fac

{
Φ(f) +

1

8

∫
R

f ′(y)2

f(y)
dy

}
.

この定理において、ψ(y) =
√

f(y)、Φ(µ) =
∫
R

V (y)µ(dy)とすると、定
理 5.1の公式が得られる．
この公式が1.1で述べた「ラプラスの方法」のひとつの形であることを注

意しておこう．実際、F = M1(R)の上の確率測度Qt
x(A) = Px(Lt ∈ A) が

形式的に「密度関数」Qt
x(F )をもつと想像してみると、
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Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
=

∫
e−tΦ(F )dQt

x(F )

=

∫
e−tΦ(F )Qt

x(F )[DF ]

と書ける．ここで、[DF ]は分布関数の空間の上の「ルベーグ測度」である．
もしある I : F → [0,∞)が存在して t → ∞のとき

Qt
x(F )[DF ] ³ exp

{
−tI(F )

}
[DF ]

であれば

Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
³

∫
exp

{
−t(Φ(F ) + I(F ))

}
[DF ]

と表現され、1.1で述べた積分と (関数が定義される空間がこちらのほうがは
るかに大きいが)形としては同じである．したがって 1.1.の場合と同様

lim
t→∞

1

t
log Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
= − inf

F∈F

{
Φ(F ) + I(F )

}
.

が成り立つと期待される．すなわち、定理 5.2はラプラスの方法を無限次元
の空間で適用した得られたものと見る事ができる．問題は、ここでのべた形
式的な議論をいかに数学として正当化し Iを具体的に計算するかということ
にある．

Upper Estimate.

分布関数の空間上の汎関数 Iを

I(F ) = − inf
u∈U

∫
R

u′′(y)

2u(y)
dF (y),

ただし
U = {u ∈ Cb(R); u′, u′′ ∈ Cb(R), 0 < ∃α ≤ u ≤ ∃β}

とおく．

命題 5.3. 任意のコンパクト集合C ⊂ F に対して

lim inf
t→∞

log Qt
x(C) ≤ − inf

F∈C
I(F ).
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証明の概略: 任意の u ∈ U に対して Feynman-Kac の公式より

Ex[u(wt) exp(−
∫ t

0

(u′′

2u

)
(ws)ds)] = u(x)

であるから、任意のC ⊂ F に対して

Qt
x(C) ≤ u(x)

α
exp(t sup

F∈C

∫
R

(u′′

2u

)
(y)dF (y)

である．したがって、

lim sup
t→∞

1

t
log Qt

x(C) ≤ inf
u∈U

sup
F∈C

∫
R

(u′′

2u

)
(y)dF (y)

である．Cのコンパクト性より、infと supを交換することができる． 2

Φに対する仮定 Ass.1-4 に注意すると、命題 5.3より、定理 2.13.の証明
と同様に

(5.1) lim
t→∞

1

t
log Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
≤ − inf

F∈F

{
I(F ) + Φ(F )

}
.

を得る事ができる．

Lower Estimate.

各x ∈ Rに対して、fxをR上の密度関数であって、ある−∞ < a < x <<
b < ∞が存在して (a, b)上 f > 0かつ [a, b]の外で f = 0であり、∫ b

a

f ′(y)2

f(y)
dy < ∞

である、という条件をみたすものの集まりとする．次の命題が成立する．

命題 5.4. f ∈ fxのF における任意の近傍Nf に対し

lim inf
t→∞

1

t
log Px{Lt ∈ Nf , a ≤ ws ≤ b for all 0 ≤ s ≤ t} ≥ −1

8

∫ b

a

f ′(y)2

f(y)
dy

が成立する．
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証明の概略：(P̃x, zt)を b(y) = 1
2
f ′(y)/f(y)をドリフトにもつブラウン運動、

すなわち
1

2

d2

dx2
+

1

2

f ′

f
(x)

d

dx

を生成作用素にもつ拡散過程とする．z.は (a, b)内に留まり続ける拡散過程
である．ギルザノフ-丸山の公式により

Px(A) = EP̃x [exp
{
−1

2

∫ t

0

f ′

f
(zs)dzs +

1

8

∫ t

0

(f ′

f

)2

(zs)ds
}
, A]

である．ここで伊藤の公式により

d log f(zs) = (log f)′(zs)dzs +
1

2
(log f)′′(zs)ds

であるから、

Px(Lt ∈ Nf ) = EP̃x [
{ f(x)

f(zt)

}1/2

exp
{
−1

8

∫ t

0

(f ′

f

)2

(zs)ds−1

4

∫ t

0

(f ′′

f

)
(zs)ds

}
, A]

である．よって

J(y) =
1

8

(f ′

f

)2

(y) − 1

4

(f ′′

f

)
(y),

とし、任意の ε > 0に対して

S(t, ε) =
{
ω;

∣∣∣∣∫ b

a

JdLt −
∫ b

a

Jfdy

∣∣∣∣ < ε
}
, S ′(t, ε) = {ω; Lt ∈ Nf}

⋂
S(t, ε)

とすると

Px(Lt ∈ Nf ) ≥ exp

{
−t

(
ε +

∫ b

a

Jfdy

)}
EP̃x [

{ f(x)

f(zt)

}1/2

; S ′(t, ε)].

である．生成作用素 1
2

d2

dx2 + b(x) d
dx
をもつ拡散過程に対し

1

2
u′′ − [b(x)u(x)]′ = 0

の解 uがこの拡散過程の不変分布 u(x)dxを与えるから、今の場合 f(x)dxが
(P̃x, z.)の不変測度である．したがって、エルゴード定理より

lim
t→∞

P̃x(S
′(t, ε)) = 1

であり、命題を得る． 2
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命題 5.3より、再び定理 2.13.の証明と同様に

(5.2) lim
t→∞

1

t
log Ex

[
e−tΦ(Lt)

]
≥ − inf

f∈F

{
Φ(f) +

1

8

∫ b

a

f ′(y)2

f(y)
dy

}
を得る事ができる．上からの評価 (5.1)および下からの評価 (5.2) より、次の
補題をしめせば定理 (5.2)の証明が終わる．

補題 5.5. −∞ ≤ a < b ≤ ∞とする．(a, b)上 f > 0かつ [a, b]外で f = 0であ
るような密度関数 f ∈ C1(R)に対して

I(F ) =
1

8

∫ b

a

f ′(y)2

f(y)
dy.

証明の概略：f = ehと書くと

I(f) = − inf
h

∫ b

a

(eh)′′

eh
fdx = −1

2
inf
h

∫ b

a

(h′′ + h′2)fdx

である．よって、h = 1
2
log f − W とおくと

I(f) = − inf
W

∫ b

a

(
f ′′

4
− f ′2

8f
− (W ′f)′ +

W ′2f

2

)
dx

と変形される．積分の第 1項、第 3項は消えるので、W ′ = 0ととって補題を
得る． 2

最後に、円周上の滑らかなドリフトをもつ 1次元ブラウン運動に対する大
偏差原理の結果を述べる．この結果は周期的ポテンシャルを持つSchrodinger
作用素のグリーン関数に対するあるポテンシャル論的な問題に応用されてい
る ([35])．

b ∈ C∞(S1)とし、{Px, x ∈ S1, (xt)t≥0}を S1上の

1

2

d2

dx2
+ b(x)

d

dx

を生成作用素とする拡散過程とする．(これは、bをR上に周期的に拡張して
R上の拡散過程と同一視できる．)これに対して次が成立する．
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定理 5.6. 上の拡散過程の経験分布Ltに対して定理 5.2と同じ形の大偏差原理
が成立する．ただしレート関数 Iは

I(F ) =
1

8

∫ 1

0

f ′2

f
(x)dx +

1

2

∫ 1

0

[b2 + b′](x)f(x)dx − 1

2

(∫ 1

0

b(x)dx

)2

∫ 1

0

1

f(x)
dx

.

によりあたえられる．

証明はブラウン運動の場合とほとんど同じ考え方で実行することができ
る．多次元の場合にもレート関数の具体的な表示式は知られている ([34])．結
果だけ述べておく．

定理 5.7. bj ∈ C∞(Rd), j = 1, · · ·nとする．L = 1
2
∆ + b · ∇に対して

I(µ) = − inf
u

∫
Rd

Lu

u
(x)µ(dx)

とおく．µ(dx) = f(x)dx, f ∈ C∞(Rd)である µ に対して

I(f) =
1

8

∫
Rd

|∇f |2

f
dx +

1

2

∫
Rd

[b2 + ∇ · b]fdx − 1

2
inf

W∈C∞(Rd)

∫
Rd

|b −∇W |2fdx

がなりたつ．

最後に、極めて中途半端ではあるが、今思いつく関連する話題や研究につ
いていくつか触れる．この理論はM. Kacの数学をその源流の一つにもってい
る．M. Kacの講義録 [9]は、彼の数学ののひとつの要約になっており、極めて
興味深い書物である．そこで述べられている内容の多くがDonsker-Varadhan
理論と密接な関係を持っている．例えば、scattering lengthの半古典極限の話
題は [37]で論じられている．また、スペクトル論やポテンシャル論と大偏差
原理の関連では、竹田先生達の一連の研究があることは言うまでもない ([30],
[31], [32]など)．多様体上の拡散過程に対するDonsker-Varadhan理論という
ことでも文献を挙げだすときりがないが、筆者にとって身近なものとして、
日本におけるマルコフ過程の大偏差原理の最初期の論文の一つである [36],市
原先生のピン止めされた拡散過程の大偏差原理の研究 [38]や、最近の楠岡-桑
田-田村の確率線積分の大偏差原理の研究を挙げておく．
ただし、この節の最初に述べたように、この講義 (ノート)は Donsker-
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Varadhan 理論の発展の全体を俯瞰する総合報告ではない．充実した文献リ
ストをもつ本として [3]を挙げておきたい．

:
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