
1. 条件付き確率、条件付き期待値

Def.1.1. (条件付き期待値、舟木 P89.) (Ω,F , P )を確率空間とする．確率変数 X とは Ω

上の F-可測関数のことである．G を F の部分加法族とする．Radon-Nikodymの定理より、

以下の条件

(1) Y (ω)は G 可測な確率変数であり、

(2) 任意の B ∈ G に対して E[Y,B] = E[X,B]. が成り立つ．

を満たす確率変数 Y が唯一つ存在する．これを E[X|G]と書き、G の下での X の条件付き

期待値という．

Ex.1.2. (離散martingale) {Xn}n=0,··· を独立同分布で平均 0、分散 1であるような可積分

確率変数の列とし、Fn = σ{Xk, k ≤ n} とする．また、C0 を定数、各 n = 1, · · · に対し

て Cn を Fn−1-可測な可積分な確率変数の列とする．Yn = C0 +
n∑

k=1

CkXk, n = 0, 1, · · · と

おく．その時、

(1) E[Yn] = C0, E[Y 2
n ] = C2

0 +
∑n

k=1 E[C2
k ]をしめせ．

(2) n < mの時、E[Ym|Fn] = Yn であることをしめせ．

Ex.1.3. X,Y が離散確率変数であるとき、X = xの下での Y の条件付き確率は

P (Y = y|X = x) =
P (X = x, Y = y)

P (X = x)

である．また、X = xの下での Y の条件付き期待値および条件付き分散は、それぞれ

E[Y |X = x] =
∑

k∈ImY

kP (Y = k|X = x) = m(x),

V ar[Y |X = x] =
∑

k∈ImY

(k − m(x))2P (Y = k|X = x)

である．確率変数 E[Y |X](ω)を、

E[Y |X](ω) = E[Y |X = x] if X(ω) = x,

により定義する．この時、partition ruleを用いて

(1) E[E[Y |X]] = E[X]を確かめよ．
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(2) さらに、任意のA ∈ B(R)に対してE[E[Y |X], X ∈ A] = E[X,X ∈ A] を確かめよ．こ

れより、ここで定義したE[Y |X]がDef.1.1.で定義した条件付き期待値E[Y |G],ただし

G = σ(X)と一致することがわかる．

Not.1.4. 以後、確率変数 X が分布密度関数 f を持つ時、それを P (X ∈ dx) = f(x)dxと

表現することがある．

Def.&Ex.1.5. (確率変数の条件付き密度関数 (conditional density function))

P ((X,Y ) ∈ dxdy) = f(x, y)dxdyとすると、P (X ∈ dx) = fX(x)dx,ただし

fX(x) =
∫
R

f(x, y)dyである．この時、

(1) X の下での Y の条件付き期待値 E[Y |X](ω)を

E[Y |X](ω) =
∫
R

y
f(x, y)
fX(x)

dy if X(ω) = x,

により定める．任意のA ∈ B(R)に対してE[E[Y |X], X ∈ A] = E[X,X ∈ A] を確かめ

よ．これより、ここで定義した E[Y |X]が Def.1.1.で定義した条件付き期待値 E[Y |G],

ただし G = σ(X)と一致することがわかる．

(2) (1)より、f(y|x) = f(x,y)
fX(x) をX = xの下での Y の条件付き密度関数とよぶ．

Ex.1.6. σi > 0, i = 1, 2, |ρ| < 1とする．R2-値確率変数 (X1, X2)の同時密度関数 φ(x1, x2)

が

φ(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1 − ρ2

× exp

{
− 1

2(1 − ρ2)

[
(x1 − m1)2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − m1)(x2 − m2)

σ1σ2
+

(x2 − m2)2

σ2
2

]}

で与えられるとき、(X1, X2)は平均ベクトル (m1,m2), 共分散行列 A =
(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
の 2次元正規分布に従うと言う．この時、

(1) X1 = xの下でのX2 の conditional density φ(x2|x1)を求めよ．

(2) E[X2|X1] = m2 +
σ2 · ρ
σ1

(X1 − m1), V ar[X2|X1] = σ2
2(1 − ρ2) をしめせ．
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2. マルコフ過程、ブラウン運動

Ex.2.1. (Invariance Principle, Random Walkの極限としての Brownian Motion.)

(1) 中心極限定理とは何か．命題とその証明をのべよ．

(2) 単純対称ランダムウォーク {Sn}および γ > 0に対して連続パラメータの確率変数列

{Xγ
t }t≥0 を Xγ

t = 1√
γ Sγt とおく．Xγ

t の確率分布は N(0, t) に法則収束することをし

めせ．

Def.&Assumption.2.2. (1) 確率変数の列 {Xt}t≥0に対して FX
s = σ{Xu, u ≤ s}とおく．

{Xt}t≥0がマルコフ過程であるとは、任意のボレル可測関数 f および任意の s, t > 0に対し

てある可測関数 gが存在して

E[f(Xs+t)|FX
s ] = g(Xs)

が存在することである．

(2) (仮定)以後、FX
s の下でのXs+tの条件付き確率分布は密度関数を持つとする (Def.1.5.).

この仮定の下で、(1)より、すべての x, y ∈ R,およびすべての s, t > 0に対して p(t, x, y)

が存在して

P (Xs+t ∈ dy|FX
s )(ω) = p(t, x, y)dy if Xs(ω) = x

= p(t,Xs(ω), y) (2.3)

である．特に s = 0とすると

p(t, x, y)dy = P (Xt ∈ dy|X0 = x) (2.4)

( = Px(Xt ∈ dy) とも書く.)

である．これより、p(t, x, y)をマルコフ過程 {Xt}t≥0 の遷移確率密度関数 (transition

probability density function)と呼ぶ．

(3) 式 (2.4) は、遷移確率に対してマルコフ過程が対応する事をしめしている．そこで式

(2.3)の p(t,Xs, y)に対応するマルコフ過程を X̄.と書こう．すると (2.4) より

P (Xs+t ∈ dy|FX
s )(ω) = PXs(ω)(X̄t ∈ dy)

あるいは、任意のボレル可測関数 f に対して

E[f(Xs+t)|FX
s ](ω) = EXs(ω)[f(X̄t)], P − a.s.ω. (2.5)

が成り立つ．これが [舟木, 確率微分方程式、p24]におけるマルコフ性の定義である．
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Ex.2.6. 以下のブラウン運動の基本的性質をしめせ．

(1) E[B2n
t ] = (2n − 1)!!tn, E[B2n−1

t ] = 0, n ∈ N .

(2) 0 < s < tに対して Bt − Bs と Fs は独立である．

(3) E[BtBs] = min{t, s}.

(4) {Xt}t≥0は {Ft}−martingaleである、つまり 0 < s < tに対してE[Bt|Fs] = Bs, P -a.s.

(5) 定数 γ > 0に対して Bγ
t = 1√

γ Bγt とおくと、{Bγ
t }t≥0 はブラウン運動である．

Ex.2.7. 次をしめせ．

(1) 0 < s < tとする．Bt = yの下での Bs の条件付き分布密度関数 f(x|y)は

f(x|y) =
1
c
exp

{
− 1

2(1 − s
t )s

(
x − s

t
y
)2

}
であることをしめせ．cは正規化定数．

(2) これより、E[Bs|Bt] =
s

t
Bt および Var(Bs|Bt) = s

(
1 − s

t

)
をしめせ．

Notation.2.8. 以後、{Bt}t≥0 をブラウン運動、Ft = σ{Bs, s ≤ t}をブラウン運動の時刻

tまでの情報とする．

Notation.2.9. 以後 g(t, x) =
1√
2πt

e−
x2
t , g(t, x, y) = g(t, y − x) =

1√
2πt

e−
(y−x)2

t とおく．

また ĝ(t, x, y) = g(t, x, y) − g(t, x,−y) とおく．

Ex.2.10. (1)反射原理を用いて、x > 0から出発するブラウン運動が時間 (0, T ]において原

点を hitしない事象、すなわち {infs∈(0,T ] Bs > 0}の確率は

Px( infs∈(0,T ] Bs > 0) =
∫ x

−x

g(t, y)dy

であることをしめせ．今後この右辺を h(T, x)と書く事にする．

(2) lim
T→∞

h(T, x)
2x√
2πT

= 1 および lim
x→0

h(T, x)
2x√
2πT

= 1 をしめせ．

Ex.2.11. x, y > 0とする．x > 0から出発するブラウン運動が時間 (0, T ]において原点を

hitしないで Bt ∈ dy となる事象、すなわち {infs∈(0,T ] Bs > 0, Bt = y}の確率分布の密度

関数

Px( infs∈(0,T ] Bs > 0, Bt ∈ dy) = ĝ(t, x, y)dy

で与えられることをしめせ．
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3. ブラウン運動の変形から定まるマルコフ過程の例

Def.3.1. (instantaneous mean, instantaneous variance) マルコフ過程 {Xt}t≥0 が

E[Xt+h−Xt|Xt = x] = a(t, x)h+o(h), E[|Xt+h−Xt|2|Xt = x] = b(t, x)h+o(h), h → 0

である時、instantaneous mean a(t, x) および instantaneous variance b(t, x) を持つという．

Ex.3.2. (drift付きブラウン運動) Xt = µt + σBt と定義する．

(1) 確率過程 {Xt}t≥0 は instantaneous mean a(t, x) = µ および instantaneous variance

b(t, x) = σのマルコフ過程であることを示せ．

(2) 遷移確率密度関数を求めよ．

Ex.3.3. (Ornstein-Uhlenbeck過程 ) Xt = e−tBe2t−1 とおく．明らかに X0 = 0、かつ Xt

は平均 0の正規分布に従う．

(1) {Xt}t≥0 はマルコフ過程であることをしめせ．

(2) E[Xt+h|Xt = x] = xe−h より instantaneous mean a(t, x) = −xをしめせ．

(3) E[X2
t+h|Xt = x] = x2 − 2h(x2 − 1) + o(h)より instantaneous variance b(t, x) = 2をし

めせ．

Ex.3.4. (幾何ブラウン運動 1) µ, σを定数とし、Xt = eµt+σBt とおく．

(1) s < tに対しXt = Xsexp{µ(t− s) + σ(Bt −Bs)}であること、およびBt −Bsと Fsが

独立であることを用いて、{Xt}t≥0 がマルコフ過程であることをしめせ．

(2) E[Xt|Fs] = exp{(µ + 1
2σ2)(t − s)Xs} をしめせ．これよりマルコフ過程 {Xt}t≥0 の

instantaneous mean a(t, x) = (µ + 1
2σ2)xをしめせ．

(3) instantaneous variance b(t, x) = σ2x2 をしめせ．

Ex.3.5. (幾何ブラウン運動 2) Xt = eµt+σBt とおく． P (Xt ≤ y|Xs = x)ブラウン運動に

ついての確率に帰着させて計算し、yについて微分することにより、Xtの遷移確率密度関数

p(t, x, y)が x, y > 0に対し

p(t, x, y) =
1√

2πσ2t · y
exp

(
−

(log y
x − µt)2

2σ2t

)
であることをしめせ．
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Ex.3.6. (Brownian bridge, ブラウン橋 1) {Xt}0≤t≤1 をブラウン橋とする、すなわち任意

の f に対して E[f(X.)] = E[f(B.)|B1 = 0]とする．

(1) 遷移確率密度関数 p(t, x, y) =
g(t, x, y)g(1 − t, y, 0)

g(1, 0, 0)
=

1√
2π

g(t, x, y)g(1− t, y, 0) をもつ

マルコフ過程であることを示せ．

2) 0 ≤ t ≤ 1に対してXt の分布はN(0, t(1 − t))であることをしめせ．

(3) Cov(Xs, Xt) = min{s, t} − stをしめせ．

(4) 0 ≤ t ≤ 1に対して Yt = Bt − tB1 とおくと、Cov(Ys, Yt) = min{s, t} − stをしめせ．

ブラウン橋 {Xt}t≥0 と {Bt − tB1}t≥0 が確率過程として同じ確率法則を持つことをし

めせ．

Ex.3.7. (Brownian bridge, ブラウン橋 2) ブラウン橋 {Xt}t≥0 に対して

(1) マルコフ過程であることをしめせ．

(2) 0 ≤ t < t + h ≤ 1に対して E[Xt+h − Xt|Xt = x] = − x

1 − t
hをしめせ．

(3) 0 ≤ t < t + h ≤ 1に対して E[(Xt+h − Xt)2|Xt = x] = h + o(h), h → 0をしめせ．

Ex.3.8. (反射壁ブラウン運動) Xt = |Bt| とする．

(1) {Xt}t≥0 はマルコフ過程であることをしめせ．

(2) 反射原理を用いて、{Xt}t≥0 の遷移確率密度関数は p(t, x, y) = g(t, x, y) + g(t, x,−y)

であることをしめせ．

(3) E[Xt] =

√
2t

π
, Var[Xt] =

(
1 − 2

π

)
tをしめせ．

Ex.3.9. (Brownian meander) T > 0とし、{Xt}0≤t≤T を「s ∈ (0, T ]において Xs > 0と

条件づけたブラウン運動」とする．すなわち、任意の f に対して

E[f(X.)] = E[f(B.)|Bs > 0,∀s ∈ (0, T ] ]

である．この {Xt}t≥0 を Brownian meanderとよぶ．

(1) マルコフ過程であることをしめせ．

(2) Ex.2.10. において定義された h(T, x)をもちいて、x, y > 0の時 Brownian meander の

遷移確率は、

p(t, x, y) =
1

h(T, x)
ĝ(t, x, y)h(T − t, y)

であることをしめせ．

6



(3) Ex.2.10, (2)の結果および ĝの定義より

lim
x→0

ĝ(t, x, y)
h(T, x)

=
√

2πT
∂

∂x
g(t, x, y)|x=0

をしめせ．これを用いて、p(t, 0, y) = limx→0 p(t, x, y) は

p(t, 0, y) =
√

2πT · y
t

g(t, 0, y)h(T − t, y)

であることをしめせ．

Ex.3.10. (Bessel 過程 1) {Xt}t≥0 を「s ∈ (0,∞)において Xs > 0と条件づけたブラウン

運動」とする．すなわち、任意の f に対して

E[f(X.)] = E[f(B.)|Bs > 0,∀s ∈ (0,∞) ]

である．この {Xt}t≥0 を Bessel 過程とよぶ．

(1) マルコフ過程であることをしめせ．

(2) Bessel 過程の遷移確率 p(t, x, y)は Brownian meanderの遷移確率の T → ∞での極限

として得られる．この事より

p(t, x, y) =


y

x
ĝ(t, x, y) if x, y > 0

2y2

t
g(t, 0, y) if x = 0, y > 0

をしめせ．

Ex.3.11. (Bessel 過程 2) B1, B2, B3 を独立なブラウン運動とし、

Yt =
√

B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)2 とする．

(1) 準備として、確率変数Xi, i = 1, 2, 3がそれぞれ N(ai, v)に従う時、a2
1 + a2

2 + a2
3 = a2

を満たすすべての (a1, a2, a3)に対してX2
1 + X2

2 + X2
3 は同じ確率分布に従うことをし

めせ．これを用いて、任意の f に対して

E[f(Ys+t)|σ{Ys}] = E[f(Xs+t)|σ{B1(s), B2(s), B3(s)}]

であることをしめせ．
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(2) {Yt}t≥0 はマルコフ過程であることをしめせ．

(3) (1)より、すべての x > 0, y > 0に対して

P (Xs+t ≤ y|Xs = x) = P (Xs+t ≤ y|B1(s) = 0, B2(s) = 0, B3(s) = x)

=
∫

u1+v2+w2≤y2

1
(2πt)3/2

exp{−1
2
(u2 + v2 + (w − x)2)}dudvdw

=
∫ y

0

r

x

1
(2πt)1/2

{e− 1
2t (r−x)2 − e−

1
2t (r+x)2}dr

であることを確かめよ．（最後の等式は極座標変換を用いる．）

(4) 上式を yについて微分することにより、{Yt}t≥0 の遷移確率密度関数は x > 0, y > 0に

対して

p(t, x, y) =
y

x
ĝ(t, x, y)

であることをしめせ．すなわち {Yt}t≥0 と Ex.3.10. で考察した {Xt}t≥0 とは同じマル

コフ過程である．
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4. 確率解析入門 (確率積分, Ito formulaとその応用)

この節を通して、{tk}k=0,···,n を区間 [0, t] の n 等分点とする．すなわち tk =
kt

n
と

する．また 1 次元ブラウン運動 {Bt} に対して Vk = Btk
, k = 0, 1, · · · , n とする．また、

Ft = σ{Bs, s ≤ t}とおく．

Ex.4.1. f(t, x) ∈ C2([0,∞)×R)に対して確率積分で定義される確率過程Xt =
∫ t

0

f(t, Bt)dBt

は {Ft}-martingaleであることをしめせ．特に、E[
∫ t

0

f(s,Bs)dBs ] = 0である．

Ex.4.2. (ブラウン運動の 2次変分 (dBt)2
.= dt. ) lim

n→∞

n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)2 = t (L2-収束) であ

る事を以下の手順で示せ．

(1) Zk = (Vk+1 − Vk)2 − k

n
とおくと、{Zk}k=0,···,n−1 は i.i.d. である事を示せ．E[Zk],

E[Z2
k ]を計算せよ．

(2) lim
n→∞

E[ |
n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)2 − t|2 ] = 0、すなわち上の結論を示せ．

Ex.4.3. 等式
∫ t

0

BsdBs =
1
2
(B2

t − t)を以下の手順で示そう．

(1) 2
n−1∑
k=0

Vk(Vk+1 − Vk) =
n−1∑
k=0

(V 2
k+1 − V 2

k ) −
n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)2 を確かめよ．

(2) 確率積分の定義
∫ t

0

BsdBs = L2- lim
n→∞

n−1∑
k=0

Vk(Vk+1 − Vk)とブラウン運動の 2次変分の

事実 (前問)、および (1)を用いて結論の等式を示せ．

Ex.4.4. lim
n→∞

n−1∑
k=0

Vk(Vk+1 − Vk)2 =
∫ t

0

Bsds (L2-収束) である事を以下の手順で示せ．

(1) Zk = Vk(Vk+1 − Vk)2 −
∫ tk+1

tk

Bsdsとおく. E[Zk] = 0を示せ． Hint: ブラウン運動の

定義．

(2) E[Z2
k ] = O

(
1
n2

)
である事を示せ．

(3) j < kの時 E[ZjZk] = 0を示せ． Hint: E[Zk|Ftk
] = 0である事を見よ．

(4) (1)(2)(3)より、結論の等式を示せ．

Ex.4.5. lim
n→∞

n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)3 = 0 (L2-収束) を示せ．Hint:
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E[ |
n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)3|2 ] =
n−1∑
k=0

E[(Vk+1 − Vk)6] + 2
∑
k<j

E[(Vk+1 − Vk)3(Vj+1 − Vj)3]の右辺

の各項はブラウン運動の定義より計算できる．

Ex.4.6. 等式 B3
t = 3

∫ t

0

B2
sdBs + 3

∫ t

0

Bsdsを以下の手順で示そう．

(1) 3
n−1∑
k=0

V 2
k (Vk+1 − Vk) =

n−1∑
k=0

(V 3
k+1 − V 3

k ) − 3
n−1∑
k=0

Vk(Vk+1 − Vk)2 −
n−1∑
k=0

(Vk+1 − Vk)3

を確かめよ．

(2) 確率積分の定義
∫ t

0

B2
sdBs = L2- lim

n→∞

n−1∑
k=0

V 2
k (Vk+1 − Vk)と Ex.4.4., Ex.4.5. の結果を

用いて結論の等式を示せ．

Ex.4.7. f(t, x), g(t, x) ∈ C2([0,∞)×R)に対してXt =
∫ t

0

f(t, Bt)dBt, Yt =
∫ t

0

g(t, Bt)dBt

とする．Ito formulaより、Zt = XtYt に対して次が成り立つ事をしめせ．

dZt = Ytf(t, Bt)dBt + Xtg(t, Bt)dBt + f(t, Bt)g(t, Bt)dt

特に
∫ t

0

f(t, Bt)dBt ·
∫ t

0

g(t, Bt)dBt −
∫ t

0

f(t, Bt)g(t, Bt)dt は Ft-martingaleであり、

E[
∫ t

0

f(t, Bt)dBt ·
∫ t

0

g(t, Bt)dBt] =
∫ t

0

f(t, Bt)g(t, Bt)dt

である．

Ex.4.8. (dB1dB2
.= 0.) 2つの独立な1次元ブラウン運動 {B1(t)}, {B2(t)}に対して

Uk = B1(tk),Vk = B2(tk) k = 0, 1, · · · , nとする．

(1) lim
n→∞

n−1∑
k=0

(Uk+1 − Uk)(Vk+1 − Vk) = 0 (L2-収束) である事を示せ．Hint: ブラウン運動

の独立増分性と、U と V の独立性から計算できる．

(2) 次の等式を確かめよ．

n−1∑
k=0

Vk(Uk+1 − Uk) +
n−1∑
k=0

Uk(Vk+1 − Vk)−
n−1∑
k=0

(Uk+1Vk+1 − UkVk)

=
n−1∑
k=0

(Uk+1 − Uk)(Vk+1 − Vk).

(3) (1)(2)より d(B1(t)B2(t)) = B1(t)dB2(t) + B2(t)dB1(t)を結論せよ．
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Ex.4.9. (幾何ブラウン運動, Ex.3.4. の SDE を用いた別証) µ ∈ R, σ > 0 を定数とし、

Xt = eµt+σBt とする．この時Xt は SDE

dXt = (µ +
1
2
σ2)Xtdt + σXtdBt

の解であることを示せ．特に、Xtの instantaneous mean および instantaneous varianceは

a(t, x) = (µ + 1
2σ2)x, b(t, x) = σxである．

Ex.4.10. (SDEの解としての Ornstein-Uhlenbeck) 定数 β > 0, σ > 0に対して SDE:

dXt = −βXtdt + σdBt の解は Xt = X0e
−βt + σ

∫ t

0

e−β(t−s)dBs で与えられる事を示せ．

これより、{Xt}t≥0 は任意の t ≥ 0に対し E[Xt] = X0e
−βt,かつ任意の 0 ≤ t1 ≤ t2 に対

し Cov(Xt1 , Xt2) =
σ2

2β
(et1β − e−t1β)e−t2β であるようなガウス過程であることを示せ．特

にXt の確率分布は正規分布N(0, σ2

2β )に法則収束する事をしめせ．

Ex.4.11. (SDE の解としてのブラウン橋) SDE: dXt = dBt −
Xt

1 − t
dt の解は

Xt = (1 − t)
∫ t

0

1
1 − s

dBsで与えられる事を示せ．これより解 {Xt}t≥0は任意の t ≥ 0に対

し E[Xt] = 0,かつ任意の 0 ≤ t1 ≤ t2 に対し Cov(Xt1 , Xt2) = t1(1 − t2)で与えられるガウ

ス過程であることを示せ．すなわち {Xt}t≥0 はブラウン橋である．

Ex.4.12. (SDEの解としての Bessel 過程) SDE:

dXt =
1
Xt

dt + Bt, X0 = x0 > 0

の解を 3次元 Bessel 過程という．B1(t), B2(t), B3(t)を独立なブラウン運動とする．この時

Xt =
√

B1(t)2 + B2(t)2 + B3(t)が 3次元 Bessel 過程であることを示そう．

(1) Ex.4.8. の結果を用いて、Ito formulaより

dXt =
1
Xt

dt +
3∑

i=1

Bi(t)
Xt

dBi(t)

である事を示せ．

(2) B̃t =
3∑

i=1

Bi(t)
Xt

dBi(t)とおく．f(x) = eiξx に対して Ito formulaを適用することによ

り、d(eiξB̃t) = martingale − ξ2

2
eiξB̃tdt であり、したがって yt = E[eiξB̃t ]は初期値問題

y′
t = −ξ2

2
yt, y0 = 1 の解であることを示せ．これよりE[eiξB̃t ] = e−

1
2 ξ2tであり、B̃tは

ブラウン運動であることを確かめよ．
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